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HAUPTAUFSÄTZE 


Die Spannungsverteilung in Schweißungen. 
Von W. Hovgaard, Cambridge. Deutsch von E. Helly, Wien. 


ie Bestimmung der in Schweißungen auftretenden Spannungen ist, nach- Kenntnis des 

Autors, ein bisher ungelöstes Problem, obwohl Schweißung zur Verbindung von 
Werkstücken heute immer mehr und mehr verwendet wird. Die Lösung, die sich hier 
darbietet, hängt von einem Integrations- und Variationsprozeß ab, der eine ununterbrochene 
Schweißnaht voraussetzt; sie gilt aber auch dort mit guter Annäherung, wo die Schweißung 
eine unterbrochene ist. Sie läßt sich auch in manchen Fällen von genieteten Verbindungen 
anwenden, ist aber hier nicht ebenso exakt, da sie nur innerhalb der Elastizitätsgrenze gilt, 
und die Spannungen an den Nieten die Elastizitätsgrenze viel leichter überschreiten können 
als im Falle von geschweißten Verbindungen. 


Im folgenden wird angenommen, daß die Schweißung zusammenhängend ist, und daß 
sich die Abscherfläche längs der Schweißung gleichmäßig erstreckt. Anstatt die einzelnen 
Teile einer unterbrochenen Schweißung zu betrachten, benützen wir den Mittelwert des 
Schweißungsquerschnittes pro Längeneinheit der Schweißnaht. 
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Der tatsächliche Flächeninhalt des Querschnittes der Schweißung wird auf Grund des 
Kehlschnittes berechnet, wobei der Kehlschnitt die Senkrechte vom Scheitel der Schweißung 
auf die Oberfläche ist, CA in Abb. 1. Der tatsächliche Flächeninhalt pro laufenden em der 
Schweißung ist dann a= (CA cm?, worin CA in cm gegeben ist. 


Schweißung wird angewandt, um ein Werkstück mit einem anderen zu verbinden, und 
zwar hauptsächlich zu folgenden Zwecken, erstens, um eine einfache Verbindung herzustellen, 
und zweitens, um ein Stück zur Verstärkung und Versteifung eines anderen zu verwenden. 
Wir werden diese beiden Fälle getrennt behandeln und beginnen mit dem zweiten, der die 
einfachere Lösung gestattet. 
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A. Verstärkung und Versteifung. 


Als typische Beispiele für die in der Praxis vorkommenden Verstärkungen und Ver- 
steifungen erwähnen wir das Aufschweißen von Platten auf Trägerflansche und das Verstärken 
von Seitenwänden, Bodenplatten und Schotten bei Schiffen. 

Gewöhnlich wird in diesen Fällen Nietung verwendet, doch gelangt Schweißung immer 
mehr und mehr zur Anwendung. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, nehmen wir an, die Formänderung 
bestehe in einer Verlängerung, doch gilt, solange die Elastizitätsgrenze nicht überschritten 
wird und Biegung nicht eintritt, die Überlegung gleicherweise für Druckspannungen. Ferner 
nehmen wir der Einfachheit halber an, daß das verstärkende Stück ein Stab von üblicher 
Form ist, der an eine Platte geschweißt ist, die einen wesentlichen Bestandteil einer größeren 
Konstruktion bildet, und die einer gleichförmigen Verlängerung in der Stabrichtung unter- 
worfen ist. Wir nennen diese beiden Stücke „Stab“ und „Platte“. Solange die Platte 
ungedehnt ist, bleibt der Stab ungeändert; wenn aber die Platte sich ausdehnt, so muß der 
- Stab an der Dehnung teilnehmen, da sich die 
Zugspannungen durch die in der Schweißung 
herrschenden Schubspannungen auf ihn über- 























tragen. 
Br — Den © pin ' Die Spannungen in den zwei Stücken 
RAnsZsout) /@) (8) sollen unter gewissen vereinfachenden An- 
Abb. 3 nahmen erörtert werden. 


In Abb. 2 stellt AB die Platte und CD den Stab schematisch dar. 0 ist der Mittelpunkt 
des Stabes. Abb. 3 (a) und (b) zeigen im Schnitt die beiden einfachsten Fälle, (a), wo der 
Stab eine verdoppelnde Platte ist, und (b), wo er ein auf der Platte senkrecht stehender 
Streifen ist; die folgende Untersuchung gilt aber auch dann, wenn an Stelle des Streifens 
ein Stab von irgendeiner anderen gebräuchlichen Form tritt. 

Die bei der hier angenommenen unsymmetrischen Belastung entstehenden Biege- 
spannungen werden vernachlässigt. In der Praxis wird die Biegung gewöhnlich durelı 
benachbarte verbundene Bauteile verhindert und in vielen Fällen herrscht tatsächlich Symmetrie. 

Man sieht sofort folgendes: Wenn sich die Platte AB, Abb. 2, infolge einer gleich- 
förmigen Zugspannung ausdehnt, so kann wegen der Symmetrie keine Schubspannung im 
Mittelpunkt 0 der Schweißung auftreten. Offenbar wird der Stab der Ausdehnung der Platte 
entgegenwirken und jeder Punkt des Stabes, mit Ausnahme von 0, wird sich in bezug auf 
den entsprechenden Punkt der Platte ein wenig verschieben, wobei die Verschiebung vom 
Wert Null in der Stabmitte bis zu einem Maximum an den Stabenden wächst. Infolgedessen 
werden auch die Schubspannungen von Null im Mittelschnitt bis zu einem Maximum an den 
Enden wachsen, und wir machen nun die Annahme, daß die mittlere Verschiebung 
des Stabes in bezug auf die Platte in jedem Querschnitt proportional ist 
der Schubspannung in der Schweißung in dem betreffenden Querschnitt. 
Die Richtigkeit dieser wichtigen Annahme wurde durch verschiedene Versuche, von denen 
später noch die Rede sein wird, gerechtfertigt, bedarf aber noch weiterer experimenteller 
Bestätigung. 

Die Größe der Spannung in einem Stab von gegebener Länge und gegebenem Quer- 
schnitt muß von der Härte der Schweißung und des angrenzenden Materials in dem Stab 
und in der Platte abhängen. Je härter und unnachgiebiger das Material ist, um so größer 
werden die Spannungen in dem Stab sein, und im Grenzfall werden im Mittelschnitt in Stab 
und Platte gleiche Dehnungen und gleiche Spannungen bestehen. Wenn dies eintritt, werden 
die Schubspannungen an den Enden verhältnismäßig groß sein, während sie für ein beträcht- 
liches Stück zu beiden Seiten des Mittelpunktes klein, ja vielleicht praktisch Null sein werden. 

Das Hauptproblem besteht nun darin, das Gesetz für die Änderung der Schubspannungen 
aufzustellen. 

Mathematische Lösung: Wir betrachten einen Stab, der in der durch Abb. 2 und 3 
veranschaulichten Art an eine Platte geschweißt ist. Die Platte ist einer Zugkiaft P unter- 
worfen, die jenseits der Stabenden eine Zugspannung p hervorruft, während längs des Stabes 
eine andere Spannung besteht. Mit Rücksicht auf die Symmetrie der Anordnung können wir 
uns auf die Betrachtung einer Seite, etwa der von O bis D beschränken. Den Ursprung nehmen 
wir in O0 und die “«-Achse in der OB-Richtung an. Wir verwenden folgende Bezeichnung: 


L=0D=halbe Stablänge, 
A= Flächeninhalt des Plattenquerschnittes, 


a—= Flächeninhalt des Stabquerschnittes, 
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a— Flächeninhalt des Schweißquerschnittes pro Längeneinheit des Stabes, 
(4 = Schubspannung in der Schweißung im Punkte «, 

px = mittlere Zugspannung in der Platte im Querschnitt «, 
Px = mittlere Zugspannung im Stab im Querschnitt «, 


44x = mittlere zu OX parallele Verschiebung des Stabquerschnittes x in bezug auf den 
entsprechenden Plattenquerschnitt. 


In Wirklichkeit sind sowohl Dehnungen wie Spannungen über einen Querschnitt der 
Platte oder des Stabes ungleichmäßig verteilt, doch nehmen wir an, daß die mittlere Aus- 
dehnung in einem Querschnitt näherungsweise jener gleich ist, die hervorgerufen würde 
durch die mittlere Spannung in diesem Querschnitt. Die Verschiebung wird hervorgerufen 
teilweise durch Scherung in der Schweißung, teilweise durch Dehnungen in dem Stab und 
in der Platte. Der Vorgang ist sehr kompliziert und gestattet kaum eine völlig strenge 
Behandlung. Es wird hier, wie oben festgesetzt, angenommen, daß die mittlere Verschiebung 
der Schubspannung proportional ist, so daß u eine Konstante ist, die durch Versuche bestimmt ' 
werden muß. Wir nennen u die „Verschiebungszahl“. 


Die mittlere Zugspannung über einen beliebigen Plattenquerschnitt ist gleich der 
außerhalb des Stabes wirkenden Spannung p, vermindert um den Mittelwert der Spannung, 
die herrührt von dem Zug der Schweißung außerhalb dieses Querschnittes. Es ist also 

L 
a 
= nr ne wre A 
x 

Da die mittlere Zugspannung über einen beliebigen Stabquerschnitt lediglich von dem 

Zug der Schweißung außerhalb dieses Querschnittes herrührt, so ist 


L 
ä a 
Px „\gde er a DR FE 3 
x 
Daraus folgt . 
a _ 
0. —=P EI 2 en ee NR (3). 


\ 


Die mittlere Verschiebung des Stabes bei x muß gleich sein der Differenz zwischen der 
Plattenausdehnung und der Stabausdehnung von O bis «: 





e 5 

j a(A+a)(l|t 
uEg«=D% 3 \\\od« a 2 bean a Ace rk VER 

00x 


Diese Gleichung nennen wir „Verschiebungsgleichung“. 


Die gesamte Formänderungsarbeit W besteht aus drei Teilen; aus der durch die 
Schubspannungskräfte geleisteten Arbeit, aus der durch p, infolge der Plattenausdehnung 
geleisteten Arbeit und aus der durch p, infolge der Stabausdehnung geleisteten Arbeit. 


Drückt man die Arbeit durch die Spannungen aus, so erhält man 











L L L, 
‚ (fan A al m Ten \ _ 
u =|ı > top p 1 \ gdx +55 E \ada je= ; . R . ö r j . . (»)) 
0 x X 


und man muß nun g als Funktion von x so bestimmen, daß dieses Integral ein Minimum 
wird. Der Integrand enthält die unbekannte Spannung g als einzige abhängige Veränderliche, 
aber q kommt nicht nur explizit vor, sondern auch in einem Integral, das man am besten 
behandelt, wenn man es als neue abhängige Veränderliche auffaßt. Wir setzen 


I, 
\ygde=z 
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worin z nun eine unbekannte Funktion von & ist, die mit q durch Gl. (6) verknüpft ist; durch 
Differentiation erhält (6) die Form einer Differentialgleichung 


dz 


Diese Gleichung kann als Bedingung-Differentialgleichung in das Integral (5) hinein- 
gezogen werden, nachdem man sie mit einem unbestimmten Faktor /, der selbst eine Funktion 
von . ist, multipliziert hat. So erhält man das Integral: 


I, 
ei OT 5 ‚[., de\l | 
I == \ > 4 +55 [p +5, grrlatgz)jle ir ee a DE, A 
0 


Den Wert von q. der dieses Integral zu einem Minimum macht, findet man durch die Me- 
thoden der Variationsrechnung. Die Variation von W ergibt, wenn man sowohl q wie z 
er döz 
variiert, nach Reduktion von 1 den folgenden Ausdruck, der verschwinden muß, wenn W 
X ; 


ein Minimum sein soll: 


L 


Ban - 2 erzter 


Qv 


a la 
oM =\ «7% q+4lög E 


“ 
0 


“ a? 2 | di| 


| 
Ip A se rael® | 


Da ö4 und dz vollkommen unabhängig und willkürlich sind, müssen wir q und / so 
bestimmen, daß jeder der Koeffizienten von ög und öz gleich null wird. Es ist also 


/ 
6. = 
[x au 
und daher nach (7) 
dz / 
a ER Et ERDE U Aa er U en 
de au 
und di altdA+az ap an 
dx aAE E 
Durclı Differentiation von (11) erhalten wir 
di atA+a dz aldl+a)i 
de? aAE dx aAuE 
oder di alA+ta),. 
r a A er ee ee ra 
dx? aluE 
Setzen wir 
atl—+ u) ; 
a N U FME E  N e 
aAuE 
so finden wir die Lösung von (12) 
ET u 6 
worin R und S Integrationskonstante sind. Dann ist 
Be ae | 2 
(x ER ee AH Tu 


A u 
Dies ist die allgemeine Lösung des Problenis und wir müssen jetzt nur noch die Kon- 
stanten R und S bestimmen. Der Koeffizient m ist bekannt, sobald wir in der Lage sind, 
den Wert der Verschiebungszahl abzuschätzen. 
Da in der Mitte des Stabes keine Schubspannung vorhanden ist, gilt q=0 für 2=V. 
An dem Stabende, wo z=L ist, herrscht die größte Schubspannung, die wir mit q; be- 
zeichnen wollen. 


Setzt man in (15) ein und fülırt hyperbolische Funktionen ein, so ergibt sich 


au GL 


BR == 
2sınh m Z 


und SS R. 
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Setzt man dies in (15) ein, so erhält man 


gr Sinh m x 


u, 16). 
1x sınh m L ws 


Führt man diesen Wert von qx in Gl. (4) ein und setzt die obere Grenze des Hauptintegrals 
oleich /, so findet man nach Ausführung der Integration: 


_ ptehmL 


4L = (17). 


m uE 
Somit ist die Schubspannung in einem beliebigen Punkt durch folgenden einfachen Ausdruck 
gegeben: 

p sinh mx 


ge (18). 
1x” u u Ecosh m I, 
Die Spannung in einem beliebigen Punkt des Stabes findet man aus (2): 

= p A cosh m L— cosh m x 
= (19); 
“  Ata cosb m 1, 

daraus erhält man die Spannung in der Mitte: 
= pA cosh mL — 1 (20) 
In = u), 
Po ta coshmL 

Die Spannung für einen beliebigen Punkt der Platte ergibt sich dann aus 

a _ i 

9 =Pp De TEN . (21). 


Numerisches Beispiel: Eine 300 mm breite und 25 mm dicke Platte wird durch 
einen Stab versteift und verstärkt, der 150 mm breit und 25 mm dick ist und an sie in der 
durch Abb. 3b angedeuteten Art geschweißt ist. Die Gesamtlänge des Stabes ist 2 L—=3m 
und der Flächeninhalt der Schweißung längs der Kehle beträgt «= 0,63 em? pro em. Die 
Platte ist einem Zug unterworfen, der in den außerhalb des Stabes gelegenen Teilen eine 
Spannung p= 1250 kg/cem? hervorruft. 


Wir haben a 





a=31,5 cm’, A=15,0 em’, 0D=L=150 em. 
Nehmen wir 


E=: 2,2. 10° kg/em? und «= 18: 10%, 





so ergibt sich 














m — 0,0252; m Ih =3,18; sinn m L=cosh m L=21,9. 
Aus (17): nr = 1251 kglem’. 
Aus (20): Pr = 1% kglem?. 
Aus (21): pP = 552 kglem’. 
Aus (16) und (19) folgt: 
Für = 75 cm (x = 185 kg/em? Px = 105 kglem? 
2=110 cm (x = 454 kg/em? Px = 529 kglem? 
= 140 cm (x = 974 kglem’ Px = 184 kglem’. 


Die entsprechenden Werte von p,,, P,.. und p,,. findet man aus (21). 


Eine ähnliche Berechnung wurde, entsprechend einer bedeutend größeren Härte des 
Materials, für «= 18- 10° angestellt. 


Die Ergebnisse sind in Abb. 4 skizziert, die zeigt, daß die Schubspannungen in der 
Schweißung bei dem härteren Material für die Hälfte des Stabes praktisch null sind und an 
den Enden steil zu einem hohen Maximum anwachsen. In diesem Falle beträgt die Maximal- 
spannung 3960 kg/em?, liegt aber wahrscheinlich jenseits der Elastizitätsgrenze. 
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B. Geschweißte UÜberlappung. 


In einer doppelt überlappten Verbindung, wie sie Abb. 5 zeigt, herrscht, wenn man an- 
nimmt, daß die zu verbindenden Platten gleichdiek sind, Symmetrie um eine auf den Platten 
senkrecht stehende Ebene durch 0 und es genügt, eine Seite der Verbindung, etwa O0 bis D 
zu betrachten. Wir nehmen an, daß die Streifen an den Längsseiten, aber nicht an den Quer- 
enden durch Schweißung verbunden sind, so daß im ganzen vier Schweißnähte, jede von 
der Länge 2L, vorhanden sind. Bei der theoretischen Behandlung dieser Verbindung stellen 
wir uns vor, daß die beiden Streifen durch einen von doppelter Dicke ersetzt sind, daß aber 
esamte wirkliche Schweißfläche dieselbe ist, wie bei dem Doppelstreifen. Man hat dann 


die g 
auf der einen Hälfte das Aquivalent einer einfach überlappten Verbindung (Abb. 6) vor sich, 


wo die Platte (2) die Rolle der Überlappung und die Platte (1) die einer der Platten spielt. 
Es ist nicht erwiesen, daß die Formeln wirklich die Verhältnisse der einfachen Überlappung 
darstellen, da bei derartigen Verbindungen infolge der Unsymmetrie notwendig Biegespannungen 
auftreten, doch dürften die Formeln auch in diesem Falle eine gute Näherung für die 
Spannungen geben, wenn die überlappte Verbindung durch angrenzende Bauteile an der 
Biegung gehindert wird, wie dies häufig der Fall ist. Abb. 7 zeigt die Überlappung in Drauf- 
sicht und Querschnitt und deutet die zwei Schweißnähte an. 

Mathematische Lösung: Wenn nichts anderes angegeben wird, ist die Bezeichnungs- 


weise (lieselbe wie In Absehnitt A. 
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| Ss [RA123 6 0 
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500 | wu ‚1. re Abb. 6. 
x = [2 7500m = 
RR FREE ee 
A 7 ) 
250 | q 7z| | — ee (—— 
| Gr u (2) ___01 Schweißung _\D.__M) __\ 7% 
2 / 1"! 
2 te h = 
Nann”7n | ran brsseiie re Amen ac . 
. n m (RA1Z3Z Querschnitt 
0 23 “„" _» 700 123 750 durch die 
Ö RAnazu) Lenhmeter 2? Verbindung 
\bh. 4. Abb. . 


Die Platten sind einem über die Querschnittsfläche gleichmäßig verteilten Zug P unter- 
worfen: bezeichnet man die Querschnittsfläche der Platte (1) mit A und die der Platte (2) 
mit a, so sind die Spannungen in der Platte außerhalb der UÜberlappung 

e P 
p=7 De 0 Dwm—, 

Die mittlere Spannung in der Platte (1) ist für einen beliebigen Punkt « der Überlappung 
gleich p, minus dem Mittelwert der Spannung, die von dem Zug der Schweißung zwischen 


da 


« und L herrührt: 
1. 
Pa=Pı lade ER FI 
N 
Die mittlere Spannung in der Platte (2) im selben Punkt ist lediglich durch den Zug 


der Schweißung außerhalb x hervorgerufen: 


l; 
a\ cu 
’x> ae A \ 4 d.r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (23). 
x 
Es gilt offenbar 
I; 
Beeren: te. ra TEE WFT TR 
0 








h. 
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Die gesamte Formänderungsenergie in der Verbindung von O0 bis D ist, wie in Ab- 
schnitt A, ausgedrückt durch 








L. L L. 
ut ie 7 a, u ° e 
W = -\ 7 | ) qadx\-- > \. dx ee 2»D). 
\(2a TaE\e a\" BErTIBKSE (>) 
0 x kn 
L 
Setzt man wieder \yd®==z, und geht wie in Abschnitt A vor, so gelangt man zu derselben 
X 
Gleichung für g: 
| 
(= oo. 6 nn Ba a ET et 
. al a 
worın m = (Ar " (27) 
aAuE 
für 20, 9 =g, und für z—=L, 9x=gr. Daraus erhält man durch Einsetzen in (26) 
R au ( . 
u< z 4. ee” ; ( 
> sinh m LT" I. 
du 
und S— — q,emlL FRE TT IE TWEIEREETE 0 
2 sınh m „ 11) 
4, sinh m (L— x) + gr, sinh mx 
Q(, = 
I sinh mL 





Setzt man diesen Wert von y in (23) ein, und führt die Integration aus, so findet man 
für die Spannung in der Platte (2): 


A 


Du 4, (cosh m IL, — cosh m x) + q, (cosh m (1 —- x) -1)] (29). 


am sınh mL, 
Für #0 erhält man die Spannung in Platte (2) in ©: - 


a(gq,+ gr) (cosh m 1, 1) 


. (30). 
amsınh m L 


Po 
Die Verschiebung der Platte (2) bezüglich der Platte (1) an dem rechten Ende der Ver- 
bindung D ist die Differenz der Verlängerungen der beiden Platten von O0 bis D plus der 
Verschiebung in 0: 
L L 
Eug, =z\rp..de—\p2,,de tu. 
0 V 


Setzt man aus (22), (23), (25) ein und beachtet, daß nach (27) 


a(A+a) e 1 
m’uKE, 
a 
so ergibt sich 
p,tgh m L Yo 
{L nn (31). 
muKE cosh m L 
Da p,L pr; So ist nach (30) 
_ amp,sinh m L 39) 
Ir UT Tcosh m lLh—|1) Kr 
und dann aus (31) und (32): 
psinh m L amp; 99 
( = — n *)” 
LT «E(l+coshm L) asinnmL (99), 
p, Sinh m L am p,cosh m L 4 
( Baar n $ 
Io m u E(1l-+ cosh m L) @osınh m L w). 


Haben die Platten flächengleichen Querschnitt, a = A, so ist gL= 4. 
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Die Spannung in Platte (2) findet man nun aus (29) und die in Platte (1) aus 


A 
Pxi pP; A Bet TR EAU ee we (35). 


Versuchsergebnisse: Die oben angegebenen Formeln haben unerwarteterweise 
eine Bestätigung gefunden durch eine Reihe von ungewöhnlichen und wertvollen Versuchen, 
die Professor J. Hammond Smith') an der Pittsburgher Universität ausführte und in der 
Zeitschrift der Amerikanischen Gesellschaft für Schweißung veröffentlichte. 


Diese Versuche wurden mit doppeltüberlappten Platten durchgeführt, deren Abmessungen 
3x '12’’ (76,2 mm X 12,7 mm) betrugen, während die Streifen 2” (50,5 mm) breit und ?/s” (9,5 mm) 
bis °/a” (19,1 mm) diek waren. Einige wenige Versuche wurden auch mit Platten und Streifen 
größerer Breite gemacht. Jedes Band war durch zwei Längsschweißungen an die entsprechende 
Platte geschweißt. 


Die Verschiebung der UÜberlappungen in bezug auf die Platten wurde an einer Reihe 
von Querschnitten mit großer Genauigkeit gemessen und durch Kurven dargestellt, wobei die 
Abszissenachse parallel zu den Schweißungen genommen wurde. 


In dem Berichte wurden keine weiteren Erörterungen an die Versuchsergebnisse ge- 
knüpft, doch fand der Autor der vorliegenden Arbeit einen bemerkenswert engen Zusammen- 
hang zwischen den Kurven, welche die beobachtete Verschiebung ug darstellen, und den 
Kurven, die das aus den Formeln (28) berechnete 4 darstellen (siehe Abb. 8). Für alle Ver- 
suche mit geringen Breiten waren diese beiden Kurven, nach Einführung eines geeigneten 
Maßstabes, identisch, was zeigt, daß .« tatsächlich für jede Versuchsart konstant war. Eine 
kleine Änderung von u ergab sich bei Versuchen mit verschiedenen Breiten. 


Im Falle der Versuche mit größeren Breiten war die Übereinstimmung nicht so gut, 
vermutlich weil hier die Abmessungen, die nahe den Schweißungen gemacht wurden, nicht 
so genau die mittlere Verschiebung des ganzen Querschnittes darstellen, wie es die Theorie 
annımmt. 

Abb. 8 zeigt die Kurven für Schub- 


n : 20000 N E25 
7, x Spannungen und für Zugspannungen, wie sie 
1 a) Don . rY 
x aus den Formeln für einen der Versuche er- 
N ec] mn ’ .. : > 
S rechnet wurden, und zwar für den in Professor 
I N . . . 
S Hammond Smiths Bericht mit IB be- 
® zeichneten Versuch. Die Abmessungen der 
S Platten und Bänder, sowie andere auf den 





x Versuch bezügliche Angaben, sind in der Abb. 
| | angegeben. Der Klarheit wegen wurden die 
rr Kurven für die Zugspannungen oberhalb der 
4. 3 Abszissenachse und die für die Schubspannun- 
| gen unterhalb der Abszissenachse gezeichnet. 
Es wurde noch eine Kurve (gestrichelt) hinzu- 
gefügt, die die gemessenen Verschiebungen, 
wie sie sich aus Abb. 10 des Berichtes ergeben, 
darstellt, und zwar in einem Maßstab, der so 





DI 777 Te a u N 


Zoll 














Ks kenntis —y 8 gewählt ist, daß die Ordinate im Nullpunkt 
Aue; 7757777777 gleich der Nulloridnate in der Kurve für die 
Schweißung — 2% 72” berechneten q-Werte ist. Der innige Zu- 

N: aa sammenhang zwischen diesen beiden Kurven, 
—— En von denen die eine q, die andere «q dar- 
Pe stellt, ist auffallend und zeigte sich auch für 


die anderen Versuche mit geringen Breiten. 

Die aus diesen Versuchen sich ergebenden Werte der Verschiebungszahl « varlierten 
zwischen 0,3 X 10°” und 0,4 X 10°” im englischen Maßsystem (d. h. zwischen 11,0 x 10°” und 
14,5 x 10°” im metrischen Maßsystem). Diese Zahl scheint bei verschiedenartigen Verbindungen 
verschieden zu sein und man weiß bis nun nur wenig über ihren Wert in den verschiedenen 
Fällen, doch besteht die Hoffnung, daß die Versuche, die derzeit an dem technologischen 
Institut in Massachusetts in Gang sind, mehr Licht in die Sache bringen werden. 123 


1) Report submitted tho the Fundamental Research Comm. of the Am. Bu. of Welding. Journ. Am. Welding 
Soe.; Vol. 8, Sept. 1929; „Stress Strain Characteristies of Welded Joints*“. 
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Die Integralgleichungen des ebenen Spannungszustandes 
und der Plattentheorie. 


Von Ernst Weinel in Göttingen. 


ie Anwendungen, die die Methoden der Integralgleichungen in der Hydrodynamik gefunden 
haben, lassen es als aussichtsreich erscheinen, diese Methoden auch zur numerischen 
Behandlung anderer technischer Aufgaben heranzuziehen. 

Von besonderem Interesse sind die mit der biharmonischen Differentialgleichung zu- 
sammenhängenden Randwertaufgaben, auf die das Problem des zweidimensionalen Spannungs- 
zustandes und die Theorie der Plattenbiegung zurückgeführt werden kann. 

Die Behandlung dieser Probleme ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Nachdem 
bereits Miche') eine Integralgleichungsdarstellung für das zweidimensionale Spannungsproblem 
bei gegebenen Randkräften mitgeteilt und zahlenmäßig durchgeführt hat, soll hier ins- 
besondere auch auf den Verzerrungszustand und die Verhältnisse bei vorgeschriebenen Rand- 
verschiebungen eingegangen werden. Daneben werden die Grundlagen der Micheschen 
Arbeit sichergestellt und deren Ergebnisse in eine für die numerische Behandlung wesentlich 
einfachere Form gebracht’). 

Wir behandeln zunächst das ebene Problem der Elastizitätstheorie und übertragen daran 
anschließend die angewendeten Methoden auf die wichtigsten Randwertprobleme der Platten- 
theorie. 


I. Der ebene Spannungszustand. 
1. Die Airysche Spannungsfunktion. 


Die Grundlage für die Theorie des ebenen Spannungszustandes bildet die Airysche 
Spannungsfunktion. | 

Bedeuten o,, Tx ,, 9, die Komponenten des Spannungstensors, so werden die Gleichgewichts- 
bedingungen: 


00% , OTyy OTxy ?% 00, 0 M 
Ö ” Ri Y . \ x | Ö y . . . . . . . . . . f . . . 4 
durch den Ansatz: u 
of 0F o’F 
0. = =» .: Qu z 2% } j R ’ ; . u : : y 
x hi y xy Or Ö y Y Vu: (2) 


identisch erfüllt. F=F(xy) ist die Airysche Spannungsfunktion. 
Um zu den Ausdrücken für die Spannungskomponenten in beliebiger Richtung zu ge- 
langen, gehen wir aus von den Vektoren: 
O0 Ft Teyty; Oy=Teylxt 0y8y Re a Eee a 


wo e, und e, die Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen sind. Mit Gl. (2) 
können wir dann schreiben: 











2 0 |O F OF 
&. = ex e 
. oyloy * On 7 
. (3a). 
Ar oO l0F oF 
) — % rr [% 
Y or loy * on’ 


Der Klammerausdruck der rechten Seite läßt sich auffassen als das Vektorprodukt aus grad F 
in den konstanten Einheitsvektor e, senkrecht zur z9y- Ebene: 


L Ö . Ö ji 
“em 7) [grad FXe,]l; ©&,= a Burke. u... :, 


Aus der Gleichgewichtsbetrachtung am „unendlich kleinen Dreieck“ (Abb. 1) folgt dann für 


den Spannungsvektor ©;, der zu einer beliebigen Schnittriehtung & gehört, 
S:dn=&,.dy — S,dx 


1) Miche, Verhandlungen des II. Int. Kongresses f. Techn. Mechanik. Zürich 1926. S. 126 bis 130. 

?) Die Darstellungsweise der Mich eschen Abhandlung hat eine scharfe Kritik herausgefordert. Vgl.Nem6n yi 
ds. Ztschr. 1930, H. 4, S. 398 (Fußnote). Die Bedenken des Herrn Nem6nyi gegen Richtigkeit bzw. Allgemeinheit 
der M.schen Methode sind jedoch hinfällig. 
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ot: = ©,.;" 9, et (4) 
Ri) 7 J A 7 * 5 . . * [ 





In Verbindung mit (3b) ist dann 


N 
u. ( «x nz 
D: = 0:8: + T: n Cn = \ grad l x e,) “ . ‘ : i ? ; ; ; ’ (5), 

0 

und entsprechend gilt für die Riehtung » 
ui 0 
= stmnm=—ızlgrad FXel]) . .» .» 2202020020. 06). 

oe” 


Man erkennt aus diesen Formeln, daß für die Spannungskomponenten wesentlich der Gradient 
nicht aber die Spannungsfunktion selbst — maßgebend ist?). 

















(z+dxz)/yrady) 
Re 
z,Y (Xrdx),y 
2: Oydxz 
” z 
Rawe7ı] [Raıss7a] 
Abb, I Abb. 2 


2. Die Differentialgleichung der Airyschen Spannungsfunktion. 

Aus den Gleiehgewiehtsbedingungen allein lassen sich nun keine Aussagen über den 
analytischen Ausdruck der Spannungsfunktion machen. Nimmt man jedoch das Hookesche 
Klastizitätszesetz hinzu'), so folgt für F 

OF OF "F 


| | F +2 


+ N: ee ER EG ES Fr 
A 0eoy Oy 


Das ist die biharmonische Differentialgleichung. 


3. Der Verschiebungszustand. 
Durch das Elastizitätsgesetz sind auch die Komponenten des Verzerrungstensors mit der 
Spannungsfunktion verknüpft. Diese etwas verwickelten Beziehungen gestatten es, aus der 
Spannungsfunktion den Vektor der Verschiebung u herzustellen’); es ıst 


Xu U 


l ; . 
V—.— | erad F(ay) + > [ex \ IFdx—| dy-+e,\ IFdy-+| de) Das 


worin V=V(ry) die zu IF konjugierte Potentialfunktion bedeutet. @ ist der Schubmodul. 
m die Poissonsche Zahl. 


f. Randbedingungen. 

Die beiden wichtigsten Randbedingungen der ebenen Elastizitätstheorie sind folgender- 
maßen gekennzeichnet: 

A. Am Rande einer elastischen Scheibe von beliebiger Gestalt sind nach Größe und 
Richtung die Randkräfte vorgeschrieben (Spannrungsproblem). Es sind also die zu den Rand- 
normalen » gehörigen Spannungsvektoren S,—=%&,(s) als Funktion der Bogenlänge s gegeben, 
und somit ist 


— ( N y ( 
9.(8): TU) KE „Z ZIRI 5) KT Zee LP ae” PER 


eine bekannte vektorielle Randfunktiıon. 


3) Die Gl. (5), (6) bilden einen beqnemen Ausgangspunkt für die Transformation des Spannungstensors auf 
krummlinige Koordinaten. 

1) Handbuch der Physik. Bd. VI, S. 106/107. 

5) Siehe Handbuch der Physik, Bd. VI, S. 110, Gl. 9. 








schiebungsvektors hinzu. 


daran angreifenden Einzellast a. Es liegt also tatsächlich keine der 
laritäten vor. 
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B. Am Rande der Scheibe ist der Vektor der Verschiebung uw=u(s) als Funktion der 


Bogenlänge gegeben (Verschiebungsproblem). 


Gesucht ist in beiden Fällen Spannungs- und Verschiebungszustand im Inneren der 
Scheibe®). Die Lösung dieser beiden Randwertaufgaben wird im folgenden auf die Behand- 
lung je eines Systems von zwei simultanen Integralgleichungen zurückgeführt. Den Aus- 


gangspunkt hierfür bildet eine geeignete Integraldarstellung der Airyschen Spannungsfunktion. 


5. Quellenmäßige Darstellung der Spannungsfunktion. 


Eine solche Integraldarstellung der Spannungsfunktion ergibt sich aus der physikalisch 
anschaulichen und formal streng zu begründenden Annahme, daß der Spannungszustand im 
Inneren der Scheibe durch eine kontinuierliche Randbelegung von Kinzelkräften erzeugt 
werden kann. 

Ein Spannungszustand, der als Singularität eine im Randpunkt z=.r(s) y= y(s) an- 
greifende Einzelkraft qg= 4x &x + 4, &, besitzt, ist gekennzeichnet durch die Spannungsfunktion ’) 

l Y„- yis) 
Fia,y,)= 7 lu ul ler) 9,3); Aa, s)—arcig 


x zis) 


(9). 
Demnach kann die Spannungsfunktion einer kontinuierlichen Randkräfteverteilung in folgender 


Form dargestellt werden: 


l > 
Fan Paxolı ylo)] - gy,lo) [Je zlo)y ar,y,o)do . . . (10). 


Hierin ist 9x = 4x(0), 9y= 4,(0) bzw. der Vektor q=gq(o) als Funktion der Bogenlänge auf- 
zufassen, und diese Funktionen sind so zu bestimmen, daß der durch (10) gekennzeichnete 
Spannungs- bzw. Verzerrungszustand am Rande das vorgeschriebene Verhalten zeigt. 


Zunächst formen wir Gl. (10) noch etwas um. Den Ausdruck 


4x(0) [y = Hlo)] = ul) I Holy = |plo) rer yo) 


fassen wir alsskalares Produkt der Vektoren p=[gqXe;]| und rt yo)=|x —- x (o)|ex+[y - y(o)]e,, 
auf, und können schreiben 


1 
Fee d= Plpio re. a] Otaunode. ot Se AR 


Der zu dieser Spannungsfunktion gehörige Verschiebungsvektor ergibt sich aus Gl. (8) nach 
Ausführung der notwendigen Operationen in der Form: 


l m 
gerad Fir, + 


3 £ | 
SG) z = Plpin Bta.y.o) glo)lnr (2, y,o)|dag . 7 


Dabei gilt für den Gradienten der Spannungsfunktion: 
| 
grad F (2. „= D(o) I. 1,0) - (p(o) . Ti. /,6)) erad Kr, Y, 0) do 2 2 ( 12). 
. TI ® ® ° 


6, Der Spannungszustand. 


Um nun den zu Gl. (10) gehörigen Spannungszustand zu übersehen, bilden wir die 


Riehtungsableitungen des Gradienten nach zwei beliebigen zueinander senkrechten Schnitt- 
richtungen £&,n. 


Denkt man sich den Vektor p=p(s) in seine Komponenten nach der äußeren Rand- 


normalen » und der Tangente s zerlegt = 


p(s)=p,„(s) e,„tPps(S) es, 


und beachtet noch die Beziehungen 


09 olnr, 09 olhr 
0E- 07 7 07 0 


so ergibt sich nach einigen Zwischenrechnungen 


6) Bei mehrfach zusammenhängendem Rande kommt als Nebenbedingung noch die Einwertigkeit des Ver 


”) Gl. (9) ist die wohlbekannte Lösung für die dureh die Tangente in x(s) 4(s) gebildete Halbebene mit der 
von Nemenyi l.e. zusammengestellten Singu 
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Q E — 0 O(x,Yy.0) Oo In r (x.9,0) 
‚erad F' , q e: P > S? 3 m ..J» ad 
Apr (2, 9) jr cos” (1 )ıp (0) y pr (o 5 do 
1 ) (x, 1,0) Ylnr(& 
2 R ( 2,y,0 OInr(x,9,0) 
0) P COS (T, &) cos (T, ı Il (0 r 
Pos (nd) cos (u) pt) 5, p( „do 
lc | (14). 
ee 2 ER Bes 0 Kr, y,0 oO Inr (#.9,0) 
er F(xr y) #2 P eos(t,9) cos (t, 7)|Po(o) Fr pP» (0) E do 
2. r 3 I (ıx,1,0) Oolnr («, y,o)| 
hen P cos” (T, -)|P-(0) e pP» (o a | do 





Hierin bezeichnen (t,), (x,£) die im Uhrzeigersinn positiv zu zählenden Winkel, die der 
09 olhr 
00’ do 
läßt es nun naheliegend erscheinen, an Stelle der Bogenlänge die Ausdrücke O(x#yo), 
Inr(eyo) selbst als Integrationsvariable einzuführen. 


Vektor r gegen die n,&Richtungen bildet. Das Auftreten der Differentialquotienten 


Nach Gl. (5) und (6) ergibt sich dann für die Spannungskomponenten 


Be 
0:(., 9): d > cos’ (t,£) [ps (0) dO(# ,y,0) — pr(o) AInr(&,9,0)] 
(15), 





l » 
T:n(2.y)= () 2 c0s(t,£) cos (t,n) [ps (0) d9(&,y,0) — pr(o) dlnr(&,9y,0)] 


| > 
On(&, 9) d 2 cos?’(t,n) [ps(o) dx, y,0) — pr(o) din r(x,9y,0)] Tr; °° 


Durch diese Formeln ist bei gegebenem p,(s), ps(s) der Spannungszustand im Inneren der 
Scheibe vollständige bestimmt. 


7. Die Integralgleichungen des Spannungsproblems. 


Um nun den Zusammenhang der Funktionen p,(s), ps(s) mit den vorgeschriebenen 
Randkräften &,(s) herzustellen, lassen wir in den Gl. (15) den Aufpunkt x, y gegen einen 
Randpunkt .(s), »(s) konvergieren und gleichzeitig die noch willkürliche &-Richtung mit der 
Randnormalen » zusammenfallen. Dann gehen die linken Seiten von Gl. (15) in die vor- 
geschriebenen Randwerte o,(s), 7,(s) über, und aus einem Grenzübergang, ähnlich wie beim 
Potential Bu Doppelschicht, folgt‘) 


| » 
0,(s)= Ps(s)+ p2 cos’(t,n) [ps (0) dO (s,0) — pr(o) dln r(s,0)] 
ES RER 





| » 
r,,.(S) Puls) + - E cos(t,n) cos (t,s) [Po (0) dO(s,0) — pr (o) AInr(s,o)] 


Analog ergibt Gl. (16) für die Umfangsspannung o, am Rande 


o(s)= Ps(s)+ 2 B2 cos’(ts) [ps(0) dO (s,0) — p,(o) dInr(s,0o)| . (18). 
Durch Gl. (17) sind nun die noch unbekannten Funktionen p,„(s) und ps(s) mit den Rand- 
spannungen verknüpft. Die Funktionen cos(t,s), cos(t,n) O(s,o)Inr(s,o) sind durch die 
eeometrische Gestalt des Randes bestimmt. 

Mathematisch gesehen bildet Gl. (17) ein System von zwei simultanen Integralgleichungen 
für die p,„(s) und ps(s), wie es erstmals von Miche numerisch behandelt worden ist”). 


S. Die Integralgleichungen des Verschiebungsproblems. 


Zu den Integralgleichungen, denen p,,(s) und ps (s) bei vorgeschriebenen Randverschiebungen 
genügen, gelangt man am einfachsten dadurch, daß man nicht den Verschiebungsvektor selbst, 
sondern seine Riehtungsableitung nach der willkürlichen Richtung 7 untersucht. Durch 
Differentiation von Gl. (11) erhält man unter Berücksichtigung der gleichen Beziehungen wie 
bei Gl. (14) 

8) Man beweist die Formeln (17) und (18) am anschanliehsten dadurch, daß man eine Umgebung der Stelle o=s 
aus den Integralen ausschließt und die Randkurve in dieser Umgebung durch ihren Krümmungskreis eısetzt. 


9», Die Mieheschen Integralgleiehungen unterscheiden sich von dem hier mitgeteilten System dadurch, daß 
Miche ein festes eartesisches Koordinatensystem verwendet und die Bogenlänge als Integrationsvariable beibehält. 
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r a cos(t &) cos(t n)|ps(o)dA9 (x, y,0) — p,(o) dlnr (x, 9y.0)] 
0 TU 


| 
4 PIv,io)dOla,n.o) + polo) #in re moll 


. 


-n P cos (t£)[ po) d9(&, 19,0) -pr(o) dlnr (x. y,0)] 
TU 





m—| 
PZ [P(o)dSKx, y,0) P()dinr(a, yo]; 


Läßt man auch in dieser Gleichung x,,y gegen einen Randpunkt «(s), (5) konvergieren und 
die Riehtung mit der Tangentenrichtung s zusammenfallen, so erhält man: 


Us R; m — 2 
n\ ) G ü Im P„(S) + cos(tn)ces (ts) [|ps(0) dO(s, 6) — p,(0) dInr (s, o)] 
IL 
I — $ |p»(0) dO(s,0) + po(o) din (so)] 
es, f m—2 Bu 
+ - r Yarr” Ps(s) - $ cos?’(t,n) [ps (0) dO(s, 0) — p,(o) dinr (s, o)] 
-1 
En — $i po(o) dO (s,0) — p,(o)dInr(s. o) 





Durch die Randbedingung ist der Vektor u(s)=u,(s)e„+us(s) e, eine gegebene Funktion 
von s. Differenziert man diesen Vektor nach s, so ist zu beachten, daß auch die Einheits- 
vektoren e, und e, Funktionen von s sind. Für die Ableitungen dieser Einheitsvektoren gilt 


„RE le - EDER  E 
ES o(s) OS o(s) 


worin o=0o(s) den Krümmungsradius der Randkurve im Punkte s bedeutet. Dabei ist o an 
konvexen Stellen positiv zu nehmen. Somit ist 














O1t(s) Ou,„(s) u,(s) Ou,(s) , u,(s) en: 

A) S n OÖ Ss 0 (s) N A) S 0(s) . . . . . < . . . (22 . 

und es zerfällt Gl. (20) in die beiden Integralgleichungen , 
OU, u„(s m —2 l 
(1 | N 2 . yon p.ls)+ = $ cos (t,n) cos (t, s) [ps dO (s,0) — p,(e) dInr(s,0)] | 
m—1|1 
+ $ [p,(0) dO (s,0o) +psdIinr(s,o)] 
m nz 
. (20a). 
‘) 


m-—-& 


j . 
-_— u. pP (S) z $® cos’(t,n) | Po (0) dO (s, 6) p,(o) dInr(s, o)] 


' 


OU, . tt,(S) 


Os Oo 











—11 
TB ps6o) dBK8,0) — p,(0) An (s,0)] 


Die linken Seiten können gegebenenfalls natürlich auch in rechtwinkligen Koordinaten an- 
geschrieben werden; es ist 
Os us) OU Out, 


2 ot, Ouy 
cos’ (2,5) + 


cos (x, 8) cos (N, 8) 


cos’ (,8) + 


RS o(s) 0 "y oy a vr 
OU, , us(s) _(OUr 0 | OUx ou, 2 
Os 0(8) Apr oy COS (2,8) COS (M, 8) + pr cos? (1), 8) 3, 608 (x,s). 


9. Anweisung für die numerische Behandlung der Integralgleichungen. 


Man teilt zunächst auf der in geeignetem Maßstab aufgezeichneten Randkurve eine 
Anzahl von Punkten s,, $,,.. Ss ab, wobei man an den Teilen des Randes, an denen der 


- Spannungszustand voraussichtlich besonders stark veränderlich ist, die Teilpunkte entsprechend 


dichter anordnet. Sodann errichtet man in jedem dieser Punkte die Randnormalen » und 
bestimmt für jeden der m Randpunkte s die dazugehörigen Funktionen 

cos (t,n), sin(t,n), ©(s,0), r(s,o) 
durch Abgreifen der Funktionswerte aus der Zeichnung (Abb. 3). Sodann ist für jeden Auf- 
punkt s,„, je eine nach o bezifferte Skala der Funktionen ©(s,o) und In r(s,o) aufzuzeichnen. 
Durch Auftragen einer zu integrierenden Funktion A =h(o) über diesen Skalen sind dann die 


(19). 
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Integrale vom Typus pP h(o) dO(s, 0), Ph(o) dlinr(s,o) als Flächen dargestellt und durch Plani- 
metrieren auszuwerten. Während die Skala für © die endliche Länge z hat, reicht die 
In r(s,0)-Skala wegen r(s,s)=0 bis - ®. Die Integrale vom Typ pP h(o) dInr(s,o) haben 
also uneigentlichen Charakter. Nun gehören aber in der Umgebung der Stelle o=s zu Inr(s, 0) 
stets zwei Funktionswerte h,, h,, die sich für 6->s asymptotisch darstellen lassen in der Form 























eh e-—g 
! Ik r- NS OÖ 
1 ' A x i 
(0 »s) we IE TER 0. Zi a Der 
ai; id | 
, (Ss) pr A 0) 
7 lo, 
& 
inr,[s) —-Iinr(so) 
(Ratssza] 
Abbh. \bb. 4 
Oh. 
wobei angenommen wird, daß A(s) und |, in s stetig sind. Aus diesen Bemerkungen 
OS | 
folgt, daß die Singularıtät des Integrals ® (0) dInr(s,o) sich darın äußert, daß die das Integral 
darstellende Fläche mit einem Streifen bis nach — = reicht, wie es typisch die Abb. 4 angibt. 


Praktisch wird man dann nur bis zu einer gewissen Stelle In r, planimetrieren. Für den 
Inhalt I des dadureh vernachlässigten Flächenstreifens ergibt sich dann aus den Beziehungen (21) 
die Abschätzung: 

‚Ol(s) 


(22 


Ir ah ud. Yasaı Ban m: „ERAEEn SE 2. uf, 45 ZEEA GE AeE 


OS 
Die Singularität des Logarıthmus-Integrals führt also praktisch auf keine Schwierigkeiten, 
wenn die zu integrierende Funktion samt ihrer Ableitung stetig ist. 

Die eigentliche Auflösung der Integralgleichungen, d.h. die Ermittlung der Funktionen 
P„(s). ps(s) erfolgt am zweckmäßigsten durch das Verfahren der sukzessiven Approximation. 
Dieses Verfahren nimmt seinen Ausgang von zwei Näherungslösungen p,,(8), Pos($)- 
Bevor wir aber einige Fingerzeige für die Aufstellung solcher Näherungslösungen geben, 
soll der Mechanismus des Verfahrens kurz an den Gleichungen des Spannungsproblems aus- 


einandereesetzt werden. 


Die Integralgleichungen (17) können wır schreiben 


If 
Ps(s) °,(s) 2 P 2 cos’(t,n) | po(o) d%Ks,0)  p,(0) dinr(s,o)] 





Ir 
P.(s) [u(8) + z 0" 2.008 (7,8) cos (t, n) [p(o) dO (8,0) — p,(o) din r(s,0o)] 


Ersetzt man nun auf der rechten Seite p,(6), P5(0) durch die Näherungsausdrücke p,,(0), P6,(9), 
so erhält man auf der linken Seite zwei neue Funktionen p,,„(s) p,s(s), von denen man mit 
einiger Berechtigung vermuten kann, daß sie eine bessere Annäherung darstellen; trägt man 
diese p,,(0) P,>(6) wieder in Gl. (23) ein, so ergeben sich neue Funktionen p,,(s) Ps. s(s), die 
durch denselben Prozeß wieder um einen Schritt verbessert werden usw. 

Man erkennt, das das Verfahren wenn es überhaupt konvergiert — um so besser 
konvergiert, Je besser die ersten Approximationen »,,„(8); Pos(s) gewählt worden sind. Wenn 
man bedenkt, daß die Durchführung eines Schrittes des Verfahrens beim Spannungsproblem 
die Auswertung von 4 m Integralen erfordert, so erkennt man die Bedeutung, die einer guten 
Ausgangsnäherung für die numerische Rechnung zukommt. 

Es liegt nahe, als Ausgangspunkt beim Spannungsproblem direkt die gegebenen Rand- 
kräfte zu nehmen, also p, „(8): T„s(s) und p,s($) = 0,(s) zu setzen. Meist kann man aber diese 
Ausdrücke sogleich verbessern, indem man sich an Hand der physikalischen Vorstellung über- 
legt, in welchem Sinne die so aufgebrachte Randbelegung sich selbst stört, und entgegen dem 
Sinn dieser Störung eleich abändert. Bei einiger Vertrautheit mit dem Mechanismus des 
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durch &). (9) gekennzeichneten Spannungszustandes ist eine solche Abschätzung leicht mög- 
lich. Formal gesehen handelt es sich einfach darum, über Vorzeichen und Größenordnung 
der in den Gl. (23) auftretenden Integrale Aufschluß zu gewinnen. 

Wesentlich schwieriger ist es, beim Verschiebungsproblem Gl. (20a) gute Näherungslösungen 
anzugeben, namentlich dann, wenn die Poissonsche Konstante m in der Nähe von 2 liegt. Einen 
Anhaltspunkt erhält man dadurch, daß man die voraussichtliche Randkräfteverteilung abzu- 
schätzen sucht und diese physikalisch meist leicht abzuschätzende Verteilung als Ausgangs- 
werte p,„(S), P,s(s) verwendet. 


10. Unstetige Ränder. 


Bisher hatten wir stets eckenfreie Ränder vorausgesetzt und die gegebenen Rand- 
funktionen als stetig angenommen. An einem Rand mit Ecken und unstetigen Randkräften 
bleiben zwar die aufgestellten Integralgleichungen überall bestehen mit Ausschluß dieser 
singulären Stellen selbst, es ist aber zu beachten, daß die in den Integralen auftretenden 
Funktionen cos (t, n), cos(ts) ebenso wie p,„(s). ps(s) nun auch nicht mehr stetig sind, sondern 
an den singulären Stellen Sprünge erleiden bzw. unendlich werden. Diese Unstetigkeiten 
machen sich jedoch nur in der Umgebung ihres Sitzes störend bemerkbar, und zwar dadurch, 
daß das logarithmische Integral nieht mehr beschränkt bleibt. Verziehtet man nun auf eine 
genaue Kenntnis der Vorgänge in unmittelbarer Nähe der singulären Stellen, so sind die 
entwickelten Verfahren auch für Ränder mit unstetiger Tangente numerisch anwendbar. 


ll. Über gemischte Randwertaufgaben. 


Bei den der Praxis entnommenen elastischen Problemen liegt vielfach ein „gemischtes 
Randwertproblem“ vor, d.h. an dem einen Teil des Randes sind die Oberflächenkräfte, an 
anderen Stellen hingegen die Verschiebungen vorgegeben. In diesem Falle genügen also die Funk- 
tionen p,„(s) und p,(s) an verschiedenen Randteilen verschieden aufgebauten Integralgleichungs- 
systemen. Für die praktische Durehführung wird man dieses Problem zunächst in ein reines 
Spannungsproblem verwandeln, indem man an den Stellen vorgeschriebener Verschiebung eine 
plausible Annahme über die Verteilung der Spannungen macht. Nach Behandlung dieses 
reinen Spannungsproblems ist dann mit den Gleichungen für die Verschiebungen zu kon- 
trollieren, ob der gegebene Randverschiebungszustand hinreichend erfüllt ist. . Notwendigen- 
falls ist dann die angenommene Spannungsverteilung zu verbessern. 

Hat man nun für ein vorgelegtes Randwertproblem die Funktionen p,(s) und p,„(s) gefunden, 
so kann man durch Auswerten der Integrale (15), (16), (11) den Spannungs- und Verschiebungs- 
zustand in jedem Punkt der Scheibe ermitteln. Es dürfte wohl möglich sein ähnlich den 
Föttingerschen Integratoren —, Apparate zu entwickeln, die das Auswerten der Integrale 
mechanisch besorgen. 

Die numerische Durchführung der geschilderten Verfahren liegt für nieht allzu verwickelte 
Aufgaben in den Grenzen des praktisch Möglichen. Insbesondere für stückweise geradlinige 
bzw. kreisförmige Randformen vereinfachen sich die Rechnungen ganz bedeutend. Der Grad 
der erreichbaren Genauigkeit hängt natürlich sehr von der angewendeten Sorgfalt, in beson- 
derem Maße aber von Anzahl und zweckentsprechender Verteilung der am Rande ausge- 
wählten Aufpunkte ab. 

Es bleibt uns nun noch übrig, für einige Randwertaufgaben der Plattentheorie die ent- 
sprechenden Integralgleichungssysteme abzuleiten. 


Il. Die Integralgleichungen der Plattentheorie. 
l. Formulierung. 
Die Kirchhoffsche Theorie der Plattenbiegung wird beherrscht von der Differential- 
gleichung 
pixy) 


Si due er 


Es bedeutet w = mw(xy) die Durchsenkung, die ein Punkt der unverzerrten Plattenmittelebene 
erfährt; p= p(xy) ist die Flächendichte der auf der Plattenoberfläche verteilten Normalkräfte 
m’E 0° . ' s 
und D= m? 1 jo ein von Plattendicke ö und Materialkonstanten E,m abhängiger Parameter, 
die „Plattensteifigkeit“. Der Spannungszustand in der Platte ist gekennzeichnet durch die 
„Spannungsmomente“ mx, fx,, m, und die Scherkraftresultanten n, n,„. Die Spannungs- 
momente lassen sich als Komponenten eines Tensors auffassen; mit der Verschiebung (xy) 
sind sie durch folgende Beziehungen verknüpft: 
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Für die Scherkräfte gilt 
dw. Oo Aw 


er 2 „=D be ER Be 05. BER ar. 7 Ve ES 


Ersetzt man schließlich noch die in den Schnittrichtungen x und y wirksamen Torsions- 
momente f,, durch eine statisch gleichwertige Verteilung von Querkräften '’), so erhält man 
für die zu den Schnittrichtungen & und %y gehörigen „Stützkräfte“ 


Olgy 


V.=NK y 


0 
Olxy 97 
V,=n,+ En FE ae 


Analog den Spannungsvektoren des ebenen Spannungszustandes bilden wir hier die Moment- 
vektoren 





1 m—1 0 er 

Mm tet teyey: D | Ime, m 0% Bw x el, 
28). 

1 “m—1ld ci 

M,=treytx + Myey: M Iwe,+t a 3 lgradw Xeeli 


Aus Gleichgewichtsbetrachtungen ergibt sich dann für die Vektoren, die zu zwei beliebigen 
orthogonalen Richtungen £&, 7 gehören, 


m—1lod \ 
M: = m:e: + t:. 6: D iv e: eradıv X €; 
. serknen \ 4 m ö N | 
N 
I. .. , u in m I ( rs ıN/»D \ 
In = line: + men =—D | wen + m. ‚lgrad n xerli 
(29). 
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Die Lösung w = m (xy) der Differentialgleichung denken wir uns in der üblichen Weise 
aus zwei Anteilen w, und w, zusammengesetzt 
Be 5 0 a 
Hierin sei w=,—=m,(xy) ein partikuläres Integral der inhomogenen Gl. (24). Demnach genügt 
ww, (ey) der Gleichung 
FARBE a, a tt re re a AT 
Partikuläre Integrale der inhomogenen Gleichung sind für die meisten praktisch vor- 
kommenden Belastungsfälle bereits vorrätig oder doch leicht anzugeben; wo nicht, kann ein 
solches in Gestalt von 
waere. : ea ee 


dargestellt werden. Jedenfalls ist »,(#) immer als bekannt anzusehen, und somit ist das 
Problem der Plattenbiegung auf die Ermittlung einer biharmonischen Funktion w, = mw, (x 9) 


- zurückgeführt. 
Für dieses Bipotential machen wir genau den gleichen Ansatz, den wir in Gl. (10) für die 
Airysche Spannungsfunktion verwendet hatten; wir schreiben 


| 
5 w,(@y)-  Pipld-reyo)) Hayo)da. Aa Be 1 


' und unsere Aufgabe besteht nun wiederum darin, die vektorielle Randfunktion p (s) baw. deren 
skalare Komponenten p,„(s), ps(s) so zu bestimmen, daß w=mw,-+w, eine der weiter unten 
noch zu formulierenden Randbedingungen erfüllt. 


10), Thomson u. Tait, Handb. der Theor. Phys. Bd. I, T. 2, Art. 645. 
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Auch die Spannungsgrößen zerlegen wir entsprechend den ı,, n 
Verbindung mit Gl. (33) ergibt die Ausrechnung der Komponenten von (29) 








m:(2y) = m: (ey) + | - $ Ips(o)dO (x y0)  p,(o) din r(x2y0)| + 
m—12 | 
. Boost [ps (o) d9 (ir y 0) P,()dlnr@@yo)], 
fr D\- = & - | 
Mn (x) = mn” (xy) ps (o) Al yo) p,(o)dinr(ryo)) (34). 
m 2 | 
ne 8 Ga (tn) )[ ps ( (o)d li 40) Pr(o)dinr@@yo)l, 
r (m 2L 
in(aey) = tin? (ey) I) e- n B cos(t ö)eos(t 7) |ps(o) dA Ola yo) - p,(o)din "wue)l, | 
0 0.JE L 
n:(2ey) nn: (ey) —+ D JEle d Ip» (o)AOlr yo) - Pp,(o)dinr(a yo), 
nn: (ar 9y) D\ & = - iv. ()dxeyo)+ po dinr(r vo) 
/ m 
( >), 
Ö 
Nn(r y) (ey) - db IPs (o) Ola yo) - p,(o)din "ero)l 
0 E Ö j R R - | 
rn, (2) + Da: in! ‚Ip, dx 10) - m dinr (a yo), 
Of L 
():(x 1) )-" (w Y) D u.7, P | P»(9) dr 40) 9Ps(6) Aln "(2 70)| L 
/N-t. 
m-—i12 | 
Pu cos(ts)ecos(tn)| ps dO (x 0) pydinr@@yo)]|, Ä 
(36). 
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Dabei bedeuten die mit dem Index 0 versehenen Ausdrücke diejenigen Spannungs- 
größen, die dem bekannten Verschiebungszustand w, = m, (xy) entsprechen. 

Für einen Randpunkt s ergeben «diese Formeln, wenn wieder & » mit Normalen- und 
Tangentenrichtung identifiziert wird, 


n— ] ' ' 
Ms) my (S I) 7 du S2(v,n)| | polo)dO9(s,6) ‚(oldlnr(s, 0) 
ns) n (8) z 12 (s b Kar ( “)|lp (olt (S,c Pr(ioh SA | 
mtl | we. m | | | 
m; (s) = m,” (s) er D 2 (s)—+- . $ | Fran cos2(t,n)|[polo)d9 ls.) p,(o)dinr(s,o)l, 
i m—i_| EZ be; 
ka) =t.," (6) Z D \Pu(s) = sin 2(t, n) polo) dO (s,0) Pr(o)dinr(s,o)|, (4). 
m | 0 m—1i1] 
Yuts)=t ), ei S) 2: D 5: U (Ss) + u sın?(r. n)| po (s)d $s,0) p,(o)din r(s,0)| 
23m |] b (1d® &, al er 
er Ip, (od O(s,0)-+ ps (o) din ı (s: o)]| 





Wir formulieren nun kurz die wichtigsten Randbedingungen der Plattentheorie. 


2. Randbedingungen und Integralgleichungen. 


A. Die vollkommen eingespannte Platte. Bei der vollkommen eingespannten 
)w 


| on ce ALOE NET 2 
Platte ist am Rande »0 (s)—=0 und | zen Beide Gleichungen lassen sich in die Vektorbeziehung 
( 


erad w (s)=0 zusammenfassen, oder auch 


‘, in zwei Anteile. In 
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h 
‚ „[grad w] Be rn ne Be ce ee (38), 
(OS 
d. h. 
Ö Ö 
grad m, (s) es: 3 ey 
(8 (8 


Da die Funktion w, (xy) meist in reehtwinkligen Koordinaten angegeben ist, ergibt sich für 
den linksstehenden Ausdruck 





( IN? DR ) Pk TR z \ 0? m, | 
sradm,(S) c; s cos (y,n)Tr „ cos’ (z,N) Ö os (.r.n) cos (y,n)) 
08 |." J O2? 0 0y y | 
i A 1 (39a). 
(9 MM, Ö° an 0 m, 2 o 
re. | - „ JecoOSs (1, n) cos (.r, N) (cos (y,N) cos (vr, n))| 
"\oy Ar 1] der ody „ | 
In „natürlicher* Darstellung ist hingegen 
Ö Ä 0 E M lo | |0 /dw,\ lo w 9b) 
orat TR ‚(s) e, i u ( | (: . ) er 
OS I0s\0s os)eon| "Ios\on | o(s) Os | Ä 


Indem man für », «den Ansatz (33) verwendet, ergibt sich aus der Bedingung (38a) durch 
Zerlegung in Komponenten schließlich das Integralgleichungssvstem: 
fe hu) . 





Io (dm, I /d,\] .4E dh 
ds! OS | 5 0 | oT | Ps 6) T , cos“ (t,n) | (0) ds, 0) P» (0) din r (s,0)] 
(40). 
| Q Q m, | Ö I, | 2 y un “ y 
ö8lan) alas) 9) 7 P 608 (&8) cos (3) [pr (0) 4068,0) — pr (0) Alnr (8,0) 





Die linken Seiten können mit Gl. (39a) selbstverständlich auch in rechtwinkligen Koordinaten 
anzezeben werden. 

Man bemerkt, daß dieses System mit den Integralgleichungen (17) des ebenen Spannungs- 
problems formal vollständig übereinstimmt. 

B. Die Platte mit freiem Rand. Am freien Plattenrand verschwindet das Biegungs- 
moment »,(s) und die Stützkraft @,(s) 


Myu(S)= 0; Yn (s) =V . . . . . : . o . : : : . . (41). 
Diese Bedingung ist jedoch nur dann erfüllbar, wenn die Belastung p (xy) der Platte ein 
Gleichgewichtssystenı bildet, also wenn 
h p(zy)dedy=V: Dir p(ay)daedy—=V: p yp(ey)dedy=V. 


Statt u (5) 0 können wir auch schreiben [4% (s) ds = const und mit Gl. (37°) (37°) folgen für 
den freien Plattenrand die Integralgleichungen 


mtl, | l | m | ] 
Mu (8) = D\Ps(s) Pe 1 j oseit,.n) |po(0) dO(s,0) py(o)dln r(s,0)|, 





m J | m 

On \ds- A n/ | $| "sin? od) 1l 1(42 

S s—- re (8) S Zzır, ) YIS,0)—Pp,I0 '(S,0 (+2). 

In (S)AS rt or |’ (S a: | nr IN (it, Ip (o)dads,0)—py,(0)t nr(s,0)] (\ 
-) 





| : | 
= nn d Ip,» (o)dO(s, 0) —+ Po (60) din "(sol 


' 


Zi 


Das Auftreten der noch willkürlichen Konstanten e läßt erkennen, daß die oben for- 
mulierte Randbedingung physikalisch unvollständig ist. In der Tat entsprechen ein und der- 
selben Stützkraftverteilung @„(s) =0 beliebig viele Verteilungen der Torsionsmomente t,;(s) 
(die sich voneinander allerdings nur um eine Konstante unterscheiden), und erst eine weitere 
Aussage über die Torsionsmomente macht das Plattenproblem eindeutig. Physikalisch aus- 
reichend begründet ıst die Annahme, daß der Mittelwert der Torsionsmomente am Rand 
verschwindet: 

BE re RT TR 


Tatsächlieh reicht diese Bedingung zur Bestimmung von ce aus. Dazu muß man i. a. aber 
die Lösung des Systems 


























1 

















i 11, Heft 5 A, ' ; 
Bun ah Weinel, Die Integralgleichungen des ebenen Spannungszustandes 399 
=9p; (s) z | ar c08 2(t,n)||po (0) « (Ss, 0) Pr (o) din r (s,o)] 
ei Ei: Mi, ae en 
l\=2,,(e)+ = | pn 2(t,n)||ps** (0) dO (s,0) — pP," (o) dlnr(s,0)|} . (42a) 
2m 1] $ (4) 1O Pr ] 
rg Js.) n2,* (0 -(S.0 
m+in. [P» (0) 40 (8,0) +po”” (0) din r (8, 0)] 





kasnam. Dann st In (s) we Dn* (s) rs 2 Dn* (s): ps (s) u 2,* (s) u ji 9,” (s), wo Du“ (s) und p* (s) 
die Lösungen des Systems (42) für einen gegebenen Zahlenwert (z. B. e=0) bedeuten. Die 
Konstante / bestimmt sich dann aus (4la). 

Bei unbelastetem Plattenrand sınd also ın Wirklichkeit zweı Systeme von Integral- 
sleichungen zu lösen. Lediglich für die Kreisplatte läßt sıch die Lösung von (42a) sofort 
angeben; wie man leicht einsieht, wird hier ps” (s)=0 und Pu” (s) = const. 


C, Die frei zgestützte Platte Am Rande ist 


WERE HEN ..;: 4 an en. . (& 


[2 
Wir wollen diese Bedingung etwas anders formulieren. Wegen w (s) = 0 ıst grad m (s e 


und mit Gl]. (21) wird 


Ö ' Ö er | /Ow 1 
grade (s) —e r \e; Er EN a Bl 
ös” "Oos\on o(s) \on) 
jerechnet man nun aus Gl. (29) mit = n; ns das Moment m: = m,, so ergibt sich 


| m I 1 /dw\| 
m.,(s D | Am 
| m o\on 


Die Bedingung (43) kann also auch geschrieben werden 


wis) 0: lau (s) 


m 1:3 kind 43b\. 


m o(s)\on 


Für stückweis geradlinigen Rand ist dann wegen 0 (s)—= x 
w(s)=0V: Eee 
(„Naviersche Randbedingung*). 


3ei den zu der Formulierung (43) gehörigen Integralgleichungen geht nun die Symmetrie 
der bisher aufgestellten Systeme völlig verloren. Man bekommt 


E . 
w,(s) - » IP (0): t(so)]| (so) do 


(44). 

m 1 ws: m 1 | 

m, ($) = Ds) P= Bi cos2(v,n) [Ps(0) 49 (8,0) Pv(o) An r(s,o)] 
v « | | | 





Da bei der ersten Gleichung die unbekannten Funktionen nur unter dem Integralzeichen vor- 
kommen (Integralgleichung erster Art), so ist zur numerischen Behandlung das Verfahren der 
sukzessiven Approximation nicht mehr anwendbar. Da auch schon durch die Unsymmetrie 
allein die Zahlenrechnung sehr erschwert würde, wird man versuchen, den voraussichtlichen 


“ 








Verlauf der Randfunktion e- abzuschätzen was meist mit ziemlicher Sicherheit möglich 
( 
ist und so ein Randwertproblem vom Typus 
)=0; "ne 13 
m (Ss ı(s Be ea 
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mies . mies Qis): «(Ss P ? b , i oe 
J g\ m o(s) (43) 
OW .. DET 
herzustellen, wo h(s) = \ 2 die angenommene Verteilung von \ r bedeutet. Das zu w(s) 0, 
( = ( 
0m u. ' R Ba | 0, 
y -h(s) gehörige Integralgleichungspaar erhält man aus (40) einfach dadurch, daß man | 
( en 
Om 
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h(s) 0 (Om, low,  — 
(s) 7 e- on; Ps (S)—+ D cos? (1 n) | ps (0) d (J)(so) pP, (0) din r(s o)]| 
OS 08 (8 3 | JE 
(44a). 
Oh (s) 0 /d mM, lL/öm, 2 & 
ge \ = 5 m | pr Pu(s) cos (ts)cos(tn)|ps(o) d9(s0)— p,(o)dinr(so)] 





Nach der Lösung ist dann natürlich zu kontrollieren, ob die Bedingung m,=0 hinreichend 
eenau erfüllt ist, und notwendigenfalls die Funktion h(s) zu verbessern. 
Kine andere Lösungsmöglichkeit ergibt sich aus der Form » (s) =0, Tw(s) = 4(s). 


Setzt man Im (a, y) = U (#,9y). so zerfällt die Differentialgleichung A Aw r in 
sie, ’/) 
Ice, y) Tu I/(s) 1) | 
its 5 Schul Sr Aut. 57 Fe 
lan (.r, Y) U(s, „); ı"(s) (0) | 


Das sind zwei handwertprobleme der Potentialtheorie, von denen das erste unabhängig vom 
zweiten behandelt werden darf. Aus dem Greenschen Satz folgt 


| N !’(6) ’ 
U(2,y)=Ht«,y) ‚.P N EEE E N.” 7 WE: 4° 


. 0 y 


wo Olnr (ar. 1,0) 


| "PÄS.H) r z i l k 
IH dr 9) pr (> DD ’ Ine(S,,.,y)dedn pe 4(6) y do 


eine bekannte Funktion ist. Gl. (46) stellt das Potential einer einfachen Schicht dar; am 
Rande wird daher 


oHlks) 0OT(s) I Lo lU(o) Olnr (s, 0 
2 \ P de. ee ee © 
On on ne. Or on 
LS) ’ ’ 
Hat man aus dieser Inteeraleleichung Tr ermittelt, so ergibt der Greensche Satz, an- 
( 
vewandt auf ww (w y): 
PR | Br lage 7 
7 (. ’) \ (u ) Gr. N > n3 (. 1) 0) OÖ s : : ; ; ' ; ; ' ‘ r ( (), 
worin ı ((pflE,n) . 2 | $ orinr OU, 
Kaymg, \\ y InrdSd;, Is) —, ug In rd 0. 
Am Rande besteht dann 
OR (s Or (s) I Low(o)dIlnr(s 06) ee 
2 \ » ee ee De en 7 
on On Ri Or on 
Om 


Aus der Lösung dieser Gleichung ergibt sich das wirklich eintretende =; und man 
EN 


kann nun sofort prüfen, ob das angenommene A (s) hinreichend der Wirklichkeit entspricht. 
Aus Gl. (#7) bereehnet sich »= 10 (, y) an jeder Stelle, und durch Anwendung der notwendigen 
Operationen sind dann auch die Spannungsgrößen zu gewinnen. 

D. Gemischte Randbedingungen. Auch in der Plattentheorie treten sehr oft 
gemischte Randwertprobleme auf, wenn z. B. an gewissen Stellen Einspannung, an anderen 
hinzeren freie Stützunz oder Kräftefreiheit verlangt ıst. Praktisch wird man versuchen, 
solehe gemischten Randbedingungen durch Ergänzung der Randfunktionen auf eine reine Auf- 
gabe vom Typus A, B, © zurückzuführen. Die Frage, auf welchen Typus man zweckmäßig 
zurückgeht und in welcher Weise die Randwerte am besten zu ergänzen sind, kann natürlich 
nur von Fall zu Fall entschieden werden. 


Für die numerische Behandlung der einzelnen Plattengleichungen gelten sinngemäß 
übertragen die Bemerkungen der Abschnitte 9 bis 11. 


Schluß. Die Bedeutung, die den Methoden der Integralgleichungen für den vorliegenden 
Kreis von Problemen zukommt, besteht darin, daß die Lösung der Integralgleichungen direkt 
zu den praktisch wirklich interessierenden Größen hinführt. Genauer gesagt: aus der Lösung 
der Integralgleichungen können die fraglichen Größen (Spannungskomponenten, Momente) durch 
vewöhnliche Quadraturen mit beliebiger Genauigkeit hergestellt werden. Im Gegensatz hierzu 
müßten die (etwa nach der Methode der Differenzengleichungen gewonnenen) numerischen 
lösungen der entsprechenden Differentialgleichungen zweimal differenziert werden, wobei 
natürlich jeder Anspruch auf Genauigkeit verloren geht. 

Hinsichtlich ıhres mathematischen Inhalts macht die Arbeit keinen Anspruch auf Voll- 
ständigkeit. Insbesondere wären die Vorgänge an singulären Randpunkten noch eingehender 
zu untersuchen. 164 
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The application of the theory of intermittent action to the 


damped pianoforte string struck by an elastic hammer”. 


By K.C, Kar and M. Ghosh, Caleutta. 


r a recent paper that appeared in Zeitschr. f. Phys. Bd. 61, 7—8 Heft, 1950 the writers have 
applied the theory of ıintermittent action to the well known case of a loaded string and 
thus have been able to develop a new and very simple theory of the pianoforte string struck 
by a hard hammer. They have also shown that the above theory gives all the results ob- 
tained before by Kaufmann') and Das’) who both had used the cumbrous process of variation 
of integration constant. The objeet of the present paper is to extend the theory already 
developed in the before mentioned paper (in the following eited as Part I) to the general 
case of a damped pianoforte string struck by an elastice hammer. Now of the previous 
workers in this direction may be mentioned the names ofR.N. Ghosh’) and his co-workers 
and P. Das’). The writers, however, think that Ghosh’s theory suffers from the important 
assumption that the whole mass of the string ıs collected at the struck point, and therefore 
his theory is not valid beyond the first epoch. Das’s theory, however, is free from any 
such assumption although he has not considered the effeet of damping. 


Throughout the following discussion we shall suppose the elastie load to be replaced 
by a hard mass backed by a weightless spring. 


The equation of motion of a string taking damping into eonsideration is 


d?y day „ey a 
ae "dat 7 de PN Mh ET HEFTE TE VER 12 2, Pe 


and the equation of motion of the elastie load ıs assumed to be 
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0y 
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Ad 
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where «a is the struck point measured from the fixed end of the string at « = 0, k is the damping 
coefficient of the string, T, its tension, e the velocity of wave propagation along the string 
and g, p, F and @ are constants independent of x and t. 


It is evident from eq. (2) that the displacement of the string at the point of impaet is 
of the form 


y=y,e-“ı!+y,e-pi--y et ee 


3 ‚2 5 
where y,, y, and y, are unknown constants to be determined. 
The actual displacement (y) of the string at the struck point is sum of y, and y,, 


where , and y, are displacements of the struck point due to the load without spring and 
the spring alone. Hence we have from (3) 


ar ) ( ! | nr 
um 3 € , #23 | 
Un Y» e pt | Y»» . . . . r De . R A . A R ( | j, 
where Yıı 4 Y oo Ya 


On differentiation eg. (4) we have 


Ya yYq Yıı)ı Ya (Ya Yıı) 
and 


J 


Yn PH» Y22)» Y p(y } 22 


*, Wie sehon früher angekündigt, haben Verlag und Sehriftleitung sieh entschlossen, zur Förderung der inter 
nationalen wissenschaftlichen Zusammenarbeit gelegentlich auch fremdsprachige Aufsätze in der Zeitschrift 
erscheinen zu lassen. Jeder solehen Veröffentlichung wird eine kurze Inhaltsangabe in deutscher Sprache beigefügt. 


ıı Kaufmann, Ann. der Phys. Band 54 (1895) 675. 


2), P. Das, Proe. Ind. Assoc. Vol. VII Parts I and II (1921) page 13. Ibid. Vol. I Part I\ (1927) page 42. 
3) R.N. Ghosh, Phil. Mag. Vol. 47 page 1142 (1924). Phil. Mag. Vol. 48 page 121 (1925); Phil. Mag. Vol. 9 


page 1174 (1950). 
4) P. Das, Proc. Ind. Assoec. Vol. 9 Part IV (1926). 
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Thus we have from eq. (1) (vide eq. (9)) 








dd? - 
„im, IR, ‚1 7 Yo 0) (a) 
dr? dr. e* 4 . 2 
(6). 
dl? “ l; 
(Yo — Yas) ‚A | (9, .)=0 (b) 
da Fl en ‚/\ N: 
/ 
On solving eq. (Ga) we have 
(’, Yı4) Ae-Hr 
where | 
x: 1 | 
=; 1) 
Comparing eqs. (4) and (7) we find at the struck point x = a 
BETTER TET, de a eh ee 
Substituting the value of A from eq. (S) in eq. (7) we have 
(’ g 
, ts 
(N); ze a‘ r /ıı 
/ ll Y) 
777 E ı p (l (I) ‘ /ıı . ’ . j ; ° . ° . (9), 
; [| 
where 
7 ki 
I, (1 
(' ‘4 
Similarly we have from (6b) for a string of length I 
pP 9X 
= ai 
(Y»); i2o Ay d € i 2 
p 9 (l v) 
(Hp): ‚2 p Asyl (I) ., N I 22 ’ R ä r ö R ‘ u R ’ (10). 


where 








Combining eqs. (9) and (10) and remembering y=y, + 9) we get 
pP ka X pP Ay X 
Ar ° > ft nr > Yl 
„, Io dd € ’2 pP (dl € ; 
(11). 
r (dl x) pP ko ll Y) 
) ft .: ) Mi nr 
' er d ‘!) € y ':o (/ dl € ! / 
“rom eq. (11) we get on dıfferentiatine 
| . Q H\ mn _ ; . 
4 IR 2 ,® BAD TULL UN 0 0 a rn 


Now, the pressure exerted on the string bv an elastic hammer of mass m, is the sum 
of the partial pressures ın 9, (hard) and E(y,— y,,) (elastie). Thus we have from eqs. (2), 
(12) and (4) 
(A, y, ee! +A,y,e-Pi)=my 


1/1 = i/3 ’ 


‚Qe-at+Ey,e-pt ,„.. . dB). 


Equating the coeftieients of e  @F and em»? on both sides we have 


m “ 
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Or, putting the values of /, and 4, from eq. (14) in the third eqs. of (9) and (10) we have 





. u tk T,? N 
1 wert mie (a) 
PER (15). 
[57 y € 2 
pP’— kp € N 0 <(b) 
en l 
lt can be easily seen from eqs. (15a) and (15b) that by putting k=0 we have 
22T FE ce 
== = and p=3; Ti And thus the first order approximation values of q and p when k 
- 1 


is small are 





2T, k me (a) 
= a 
IT me 2, | 
(16). 
R - Ni Ä l: .) (b) 
2 T, Ec | 
Now putting the above values of qg and p in eq. (3) we have (T,=c’ o) 
20C fl k Lu | di Ä k 1 ur " 
Y Y; P m 400 1 Ya e 2 T; E« 4 Ya / : { (17). 
From eq. (17) we have, at t=0, y=0 giving y, + y; y,and at =-0y=0 giving y,=—y,qlp. 
Therefore eq. (17) becomes 
ya - DE PM . a en RB 


If E or p ıs very large then y, and so the second term of eq. (18) vanishes; in this way y 
becomes the displacement of the hard hammer, and we have shown already in part I that 
for a hard hamme 


e 
1 


Then from eq. (18) we have for the displacement during the first epoch 


a7 


'# Go 


” " 
y= zu eat, y ie Me er | 


where q and p are given by eq. (16). 


The above equation shows that at time {=0 a hard hammer imparts a veloeity » in 
the forward direetion whereas the elastieity of the hammer imparts to the string a velocity 
equal in magnitude but opposite in direction. 


Second Epoch. On differentiating eq. (19) twice with respect to time we find that at 
—() the impulsive pressures exerted by the elastie hammer on the string are — vg due to 
the hard load (as in part I) and +»p due to the elastie spring. At the ends of the 
second and higher epochs the refleeted waves from both ends reach the hammer simultane- 
ously at the midpoint. And so the sudden increases of pressure are 2vg for the hard 
load and +2» p for the elastie spring. Thus tlıe hard and the elastice pressures at any time 
during the second epoch are 2ugerat, +2vperpt being equal to 2%, and 2jj, obtained 
from eq. (19) (vide eq. (32) part I). Acting at time F for a short time d#’ they will impart to 
it velocities whose magnitudes are — 2v ger «" dt and 2rpe v"dt. 


Substituting the above values of the veloeities in eq. (19) and integrating we get for 
the displacement at any time 7 measured from the beginning of the second epoch 


T r 
Yr=-—2vfe-at(1—e-et-M)dt —2vfe-rt 1—rT-M)dt.. . (). 
r m 
On integrating we get 
ev 23V ® 
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2a 
On putting 7 / where 7 ıs measured 
1 
z Z 
7 23 z | it 
4 ( 


Thus the total displacement at any time # during the second epoch is from eqs. (9) and ( 
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rom the beeinnine of the first epoch we get 
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which are the equations obtained before ın part I (vide eq. (37)). 
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the strine is free from damping and the load is perfectlv 
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there ıs dampıing of the vibration of the string and the 
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lt may be noted here that Das’s theory also gives the same equation for an elastie 
hammer striking at mid-point. h 
8 


Pressure Exerted By Elastice Hammer. In eq. (13) we have seen that the pressure exerted 
by the hammer is given by 


mö=mytElyp— NY) : : EA 


where Z is the displacement of the centre of gravity of the elastice hammer. On putting 
different values of 9, and E(y, Ms.) for different epochs we get the corresponding pressures. 
From eq. (19) we get 
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Putting the aböve values eq. (30) becomes 
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Again putting the values of (q) and (p) from eq. (16) we have 
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In order to caleulate the values of the pressure during the second epoch we have to 
take the values of Yy, and (y,  ys,) for the second epoch. Thus from eq. (23) we have 
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and on differentiating twice with respect to f we get 
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where Ya Is the constant for the second epoch. 


Ihus putting the above values of 7, and Yp Ya from eq. (32), (33) 
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Case I. IE k=0 Ex we get from eq. (35) the pressures by a hard hammer already 
diseussed in part I, namels 
et 
Fr, J)ovce Mm i ; i A \ a i e> 5: 
ı <zceI <a 
a , et ) ö et 2a) | ) 9) | am 
F, Dorcle m De m -] -(ct—2a)!|. (3). 
a<et<ta | m 


] 


If the pressure terminates in the second epoch we get for the duration of contaet (PD) 
as in parts I by equating F, —=0 
m 
PD | I m | 


> m IQ 
Beat alttn 


where © ıs the time period of the natural vibration of the string and m’ its mass. 


Case Il. &0 E=n we get from (1) and (32). 


I k m 
km \ 1 let 
Pr, 20 nel | lı „€ er. 1 0C i ’ . . ’ . (39). 
) 
wu km E'- k m | 
Jim | let 1 (et IA) Ye ®) k m | 
] Iorell ur oe e m 100 Jh 1 ef 3a)!| (40) 
or | m loc I\ 
and so on. 
As in Case I, we get by equating F,—=0. 
Im km 
«D | | m Ä | Gr R 
e Im c a GE ar ; 
(-) 2 \ (4 hi "|| Ö Sale, 
m 
\ hoc 
Case Ill. If 7 0, EEE 
E 
i | et x 7 
! >orele m e 2T |), en he nd (42), 
„ 
et ’ (ef a) | I0 | - - | F | ’ 
/ Iorele Mm L2e m 41 -(et-2a) e 2Tı-e 2Tı.1+-7 (ct-2a) (43) 
- m | a € u 


and so on. 


These values are exactly the same as Das’s values of pressure by an elastice hammer 
(Lore. eit.). It can be easily seen that by the above expression for pressure one can get the 
value of (I), the actual displacement of the centre of gravitv of the hammer which is always 
equal to the sum of the displacement (y) and total eompression (1). 


It is very interesting to note in conelusion that the present theory developed from an 
entirely different standpoimt gives all the results of P. Das. Further the writers elaim that 
their theory of the pianoforte string is more general in so far as it can take into account 
the effeet of dampıing In the string which, as has been pointed out by George, R.N. Ghosh 
and others, Is so very important in the actual case. 


In the present paper we have not considered the hammer striking near an end which 
will, however, be diseussed on a future oceasıon. 


The theoretieal side of the problem of the pianoforte string struck by a hard and an 
elastie hammer has been more or less completely studied by the writers in a number of 
papers') recently published. In Part 1°) of the series of experimental papers, to be published 
in course of time, we have made a systematie study of the duration of contact in the case 
of a hard hammer. 


I), K.C. Kar, Philmag. Vol. 6 page 276 (1928). K.C. Kars& M.Ghosh, Phil. Mag. Part I and II Vol. G. page 
; (1930) KN.C. Kars M. Ghosh, Zeitschr. f. Phys. Bd. 61, 7. und 8. Heft, S. 525 (1930) Phil. Mag. (in press). 
K.UC. Karx M. Ghosh, Zeitschr. f. Phys. Bd. 66, 6. und 7. Heft, S. 414 (1950) and also K.C. Kar, R.Gan 

euli S. C., Laha, Phil. Mag. Vol. 5 page 547 (1928) 
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A detailed study of the energy lost by a hard hammer striking a pianoforte string has 
been made bv George and Beckett’), for different ratios of the mass of tlie hammer to the 
total mass of the string. In this paper we shall study the energy lost by an elastic hammer 
for different values of the elastie constant E of the hammer, for a given mass of the hammer. 
The velocitv before and after the impact ofthe hammer has been measured from the movement 
of the maenified shadow, of known maenifieation, of the hammer on a graduated translucent 
scale. The other arrangements made, are practically the same as described in Part I exeluding, 
of course, the recording arrangement necessary there. 


We have used two different hammers the heavier one is made of brass, the liehter one 
is of aluminium. We shall henceforth eall the former the hammer A and the Jlatter the 
hammer B. The main features of eonstruction of these two new models of the elastie hammer 
are, however, fundamentaly the same. 
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Hammer 4: 


(4) ıs a brass evylinder elosed at the end (F). The mouth is Just fitted with a piston 
like arrangement (b) which can slide within the eylinder. To the outer end of the piston is 
attached a small eireular portion of a spherical brass shell (€) which acts as the surface of 
contact. Between the inner end of tlie piston (B) and (F) there rests the spring of known 
elastie constant the ends of which are fixed to the small rings D, D, attached to B and F. 
The spring is kept under tension by a serew (W) fixed on 5 which can move within a slot 
made on the evlinder. The hammer as a whole is suspended by four threads as shown in 
fig. (1) the length being so great that it can be looked upon as a simple pendulum. 


The hammer (B) has been made of aluminium so as to make it as light as possible. 
(15€CD) ıs an aluminium plate; the sides (4 D) and (RB €) are made in the form of a eatch 
so that another plate (4,.b, €, D,) ofsame thiekness can also slide within it. The plate (4, B, 
©, D,) ıs made a little convex so that it touches (4 BC D) onlv at two lines (A D) and (BC. 
Accordingly the statical frietion is greatlv minimised. The outward .projeeting end of the 
plate (1, B,€, D,) is pressed into a portion of a eylinder of known radius of eurvature the 
axis of the evlinder being perpendieular to the horizontal ‚plane (4, RB, €, D,). The evlindrieal 
surface acts as the surface of contact. The spring rests between the small parallel plates 
(//L) fixed perpendieularly at AB and 1, B,. In order to avoid the bending of thie spring as 
a whole, a thin, hollow aluminium eylinder placed eoaxially within the spring is fixed at the 
plate Z’ and is made to pass freely through the hole L. As in hammer A the plate striking 
the string is backed by a spring under tension by means of a serew on (A, B, €, D,) moving 
within the slot below in (ABC D) This hammer is suspended as indieated in the fig. 2 


Experiment: 


Springs of different material and of different eross section have been used. The mass 
of the hammer has always been kept constant by suitably changing the weights consisting 
in small bits of tin-foıls embedded in a small quantıty of wax attached to the hammer. 
Before proceeding to make observations with the hammer the elastie eonstant E ofthe spring while 
in the hammer is Just determined by determining the weight in gram required to produce 
unit compression of the spring. The effect of the initial tension of the spring has been 


3) W, H. George and H. E. Beekett, Proc. Roy. Soc. Vol. 114 page 111 (1927). 
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Bm: observed bi observinze the velocities of rebound of the 
>|. FF TK hammer for the same strikinge distance and same ınıtıal 
gt velociıtv, by eutting the number of turns one after another 

a) but keeping the equivalent weight of the hammer constant. 
—h » lt has been found that for a wide range of varlatıon of the 
tension It has no effeet on the velocitv of rebound. The 


NL rar ratio of the energy lost bv the hammer during impact to the 


N energy Just before impact and also the physical properties 
} of the springs used in hammer 4 are given in table I. The 
—.2 - corresponding observations with the hammer B are given in 
table Il. In figure 3 nine curves are given showing the 
u. - d 53 _ 
>15" relation between and 1 |, ) for the hammer 4 with 
06V Fo 
differently elastie springs of different elastie constant. "The 
r s corresponding six eurves for hammer B are given in fig. 4 
re the last one being felt covered. 
JS i Results. 
m 6 
i 2 q 0 Hammer 4. 
’ length (MI) of the string (Steel 20 s. w. G.)  . 200 emıs 
>18 ERDE line densitv of the string (0) . .: 202.2... 80,0495 gm 
” Tension of the strıng . . ... 20.016159 gms wit 
—— Mass of the hammer (m) . 2... ln. 4 ME 
m m 6 
08 | .; | ; i i i ib 
SER 6, lo 11 | 
Die u: ar CME 
5% Initial velocitv of the hammer (r,) . .: 2.2295 
u . SEC 


Velocity of the hammer after impact ıs ® 


PW 


ch. 
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Table 1. 
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Properties of 
the Springs 





Material 


Diameter . 


NoSpring 


German 
silver 
1.1 | CMS 


Iron 


1.15 INS 


Brass 


1.24 cms 1.20 ems 


Steel 


1.30 ems 


Stee] 


6b ems 


Ureka 


1.US cms 


Ur: ka 


1.10 ems 











Weicht i.e.Hard 3.95 ems 2.39 36 27 2,8 1 1.79 1.13 
Ss. W, Hammer U 2] 21 () I) 22 26 30 
E or OS IS 143 122 tel 9) 4 14 .) 
E105/2T. 1223 106 142 wa IH 197 136 I0s 
Striking J; v\ Mr 
distance a | vo) I 
> ems 264 82) S2] Y>6 >96 Sr 48 348 948 
> 3 696 178 97 71 66 822 0357 IHN 
7 240 169 673 s45 AS 877 697 957 975 
240 349 >49 918 336 545 631 897 941 
11 240 228 115 S64 25 822 I0S 197 V48 
13 215 190 360 197 >) s10 37 136 YO 
15 190 164 277 G4S 215 822 313 656 954 
17 136 124 83 577 206 S04 207 605 YSK) 
19 167 124 253 68 215 34 290 587 945 
21 136 111 >41 520 215 SPS 290) 568 I58 
Es 136 111 38 >10 215 rate 290 239 341 
5 164 111 228 ISU 215 rl 2) 339 941 
27 164 124 241 1659 IS) Is 32) 30 354 
29 177 151 277 48 241 TI8 02 339 334 
>] 190) 177 01 169 253 742 02 320 Y 
33 206 177 313 DS 265 679 13 320 926 
I.) II)6 164 302 105 24] 46H 937 97 1] 
37 177 151 290 94 228 HD6 13 IN0 BIER 
23) 164 124 N 360 DIS 610 277 105 uf 
1 196 124 2656 2 328 17 25 105 85 
1 136 111 265 265 215 IT 241 371 a) 
15 124 151 24] 253 190 >S6 253 360 NN» 
IT 164 136 277 24] 206 DT1 241 331 812 
19 136 111 290 277 190 577 >41 383 872 
>| 136 111 253 265 190 >86 Dr“ 105 899 
Al) 136 124 229 240 206 568 241 71 S16 
>> 164 136 20 265 228 DIS >) 26 NIS 
Ayı 177 206 211 271 240 249 6) ‚13 S04 
59 177 164 253 277 240 529 253 25 822 
6] 177 206 290 253 265 197 253 1 822 
63 206 190 ‚02 253 348 INH 26» 43 812 
6» 177 206 02 28 228 137 241 0] 822 
ey 151 157 271 200 215 I4S 28 13 S16 
64 164 124 I 215 UI6 145 98 302 S04 
(l 164 124 258 177 253 I6Y 24] 02 022 
13 151 124 96 177 253 10 241 8] 64 
rB) 151 136 253 165 253 179 28 26n 197 
17 136 124 265 177 228 I9= 215 277 197 
19 136 124 253 164 253 169 215 29) 3 
S] 151 124 253 164 253 148 215 27 791 
83 164 157 265 190 253 437 215 I S16 
ei) 164 164 271 206 290 145 24] 314 "16 
ST 164 164 94 190 01 169 253 314 Ss10 
ta] 164 157 13 190 37 105 24] 314 "10 
91 164 164 2 190 ZA 115 24] JB NIS 
03 164 177 290 190 21T 145 228 277 S 
95 157 151 290 190 253 105 215 277 557 
97 124 136 290 190 240 105 206 253 857 
30 111 136 290 177 28 19 >51 6.) sb 
100 111 136 290 169 15 394 „02 26 nl 
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leneth (I) of the wire (Steel I18s. w,(#.) 1D0 ems 
line densitv (o) of the string 0.0913 ems 
Tensıon of the string 27868 ems wi 
Mass of the hammer (m) IO.02 ems 
ii | = 0.15 
/ () ‚tl 
’ .. an EINS 
Initial voloeıtv of the hammeı >S.6 
. wiei 
Table II. 
a - a | ) 6 
\laterial Harıl Steel Brass Ureka Steel Felt 
Diameter 0,84 0,84 0.03 0,79 
Weieht Hammer 1.95 1.05 0,76 0.77 
S,\W6. 22 21 6 26 
[Ü 1 JS 13.9 13.9 
ID I05/27T 0.) US 16 J4 
Striking 
distance (a ), u 10» 
ın em Irom | v. 
one end 
") 13) 640 616 134 69H >46 
10 740 660 652 133 6495 >75 
1» 149 097 ‘40 48 113 6507 
Au 60 119 12 158 118 62] 
7, 790 119 TSS 188 136 640 
ı SI S17 iS89 148 194 675 
2) Ss46 824 189 848 194 1223 
0 44 alle 193 S50 97 734 
1) SID 848 S15 aa }3) S0n 144 
) NN Sb] S>8 N.) 823 157 
.) St) ] Sr] 577 DD Sn 766 
bie) SS] 305 SS S6j4 4] 1718 
(5 40 Y10 SONS SS4 305 791 
0 30 919 MIR Sf 310 Un 
iD 015 06 310 ayT 904 09 
N) HS BIER 310 > Sy 817 
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Striking 
distance (a) inem ] > j | > 6 
from one end 
190 897 SIS 892 877 856 >) 
195 916 910 Y0> SS] 40 HU) 
20 916 903 910 Y04 S26 917 
2) 897 YOV SIE 304 04 913 
210 SS4 SS SS4 02 YO 917 
215 SS4 S70 S78 Sy 897 22 
22) S87 S70 77 885 7 336 
225 807 817 817 Sf 897 936 
230 897 S70 877 Sn4 807 336 
235 897 870 877 SS 877 442 
>40) 897 SI) 877 En 842 N 350 
245 897 S77 17 Sal A117 454 
250 897 07 ST SS4 807 361 
255 897 SSU 876 804 S64 36] 
260 897 SS) Sf Yu S15 36] 
265 897 89] S84 410 835 361 
270 897 87 884 910 918 361 
275 899 STIER 890 897 42] 361 
2S0 905 904 910 801 921 085 
IS) 910 904 06 9305 921 351 
2) 910 910 Y06 415 918 349 
295 SYS 915 00 916 897 942 
300 SIS 901 sy 807 8] 922 
305 884 877 882 ala 910 913 
310 870 865 ST ATI 910 913 
315 897 56 872 S70 831 913 
320 897 S56 70 TU AST 913 
325 90 877 S70 SH SU Y10 
330 YO tete) S74 Sb 875 305 
335 S84 E84 SS 66 SH? „897 
340 SH0 865 s15 792 SI6 , 882 
345 840 197 179 760 762 849 
350 760 741 119 40 19 s12 
a) 672 664 682 74 664 780 
650 661 644 640 641 624 12 
36 644 624 625 612 616 112 
Byil 628 615 602 566 616 170 
6) 616 >64 590 DTS 616 162 





In figure (3) curve | represents the energy lost by the hard hammer A at different 
distances from the end. "The other eight eurves in the same figure represent the corresponding 
losses, of the hammer A when backed by springs of different elastie constants. It may be 
pointed out that the losses of energy by the hammer as ealeulated are partly taken up by 
the spring and partly expended in setting up vibration in the spring itself. Therefore the 
elastie properties of the spring are very important factors as they determine-the variations of the 
loss of energy cealeulated. A glance at the ten curves given in figure (3) will show that the eurves 
(4) (6) (S) and (9) for the brass and ureka springs are similar and have a tendeney to become 
latter with the decrease of elastie constant E. Again the general nature of the two eurves 
(5) and (7) for steel springs is also same. The same is the case with eurves (2) and (3) for 
the german silver and iron springs. It appears that these similarities especially when the 
total mass of the hammer is the same and also the mass of the different springs used are 
nearly the same are due to the different elastie after effeet of the materials used for the springs. 


In figure (4) sıx eurves are given for the liehter aluminium hammer B. The eurve () 
shows the energy lost by the hard hammer B while the next four give the corresponding 
losses when the hammer is backed by springs. The last eurve (6) is, however, for the hard 
hammer B when the striking surface is covered with soft felt. The weieht of the hammer 
Is kept constant throughout the experiment. Now, as with the hammer A we also find here 
that ın the eurve (2) and (5) for steel springs the discontinuities in the straight portion is 
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more prominent whereas in the eurves (3) and (4) for brass and ureka springs they are less 
so. The eurve (6) is more or less smooth and is altogether different in nature from the other 
eurves. The reason for this becomes quite elear when we remember that ın this case, the 
soft felt surface eominz in eontaet with the strinz changes in curvature, so that the area of 
contact changes considerably. There is no use diseussing the point any further without makıng 
a systematie study of duration of eontact which we hope to do shortly. 

In eonelusion we must thank Mr. Narendra Nath Sen and hıs assistant Mr. Upendra 
Chandra Mulliek for makinze valuable suggestions in constructing the hammer used ın the 


present Investigation. 


Kurze Inhaltsangabe: 


Die Anwendung der Theorie der intermittierenden Wirkung 
auf die durch einen elastischen Hammer angeschlagene 
Klaviersaite. 

Von K. ©. Kar und M. Ghosh, Caleutta. 


Die Theorie des Anschlages einer Klaviersaite durch einen harten Hammer, die von den 
Verfassern bereits früher entwiekelt wurde '), wird in der vorliegenden Abhandlung auszedehnt 
auf den Fall eines elastischen Hammers. Der Voreanz wird aufgzefaßt als Vorschaltung einer 
eewiehtslosen Feder vor einen harten Hammer. Für die Feder wird Dämpfung angenommen. 
Als Stelle des Anschlags wird angenommen der Mittelpunkt einer Saite von der endlichen 
Länee ?a/. Der Zeitraum der Berührung ıst wie ın der früheren Abhandlung in eine Reıhe 
von Absehnitten eingeteilt. ©, Za/e, ta/e usw., wobei e die Wellengeschwindiekeit längs der 
Saite ist. Die Kraftwirkuneen während «des ersten und des zweiten Zeitabschnitts werden 
eefunden zu 


| km | RM), | 5, Ki let 
Jorel |y m Iov« ) 7 E « 
/ — KR loc I} l; N ( 1’ 
|  Ee | | 
IT Ew), AR UM; a) | I0 l: m ‚| 
A, ( ) IM 100 Ir EZ ve .) 
/ 201 (1 Fri . u =» Tri za 
/ 1 ] K7 % 
| fi el 1 tet ) | l. u: | 
2T, le Er rl; Ec _ » .) 
fa |. 21 \ sp \! net 2a), | 
pe | 


Dabei bedeutet o die Diehte pro Längeneinheit, 7, die Spannung, k den Dämpfungskoeffizienten 
der Saite, m (die Masse und # die elastische Konstante des Hammers, der dıe Anfangs- 
veschwindigkeit # besitzt. Der genaue Ausdruck für 2, die Dauer der Berührung innerhalb 


des zweiten Zeitabscehnitts, ıst eereben durch 


Db | | | Im; |; I we 
j | E p m 1oec 
() 4 | 1 km | 2 
It 
oe | 
I ka =. 
wobeı »2, die Masse der Saite und © Wenn k=0, so vereinfacht sich der oben- 
2 
stehende Ausdruck auf den von Kaufmann für den harten Hammer gefundenen. 161 


I) Zeitsehr. f. Plıys.. Bd. 61, 7. u. 8. Heft, 1930. 
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Zum Navigationsproblem der Luftfahrt. 
Von R. vr. Mises in Berlin. 


err E. Zermelo hat als erster die Aufgabe gestellt und gelöst), die für die praktische 


Luftfahrt nieht ganz ohne Interesse sein kann: Wie sehen die Balhınkurven aus, auf 


denen ein Luftfahrzeug mit konstanter Eigengeschwindigkeit, bei veränderlicher Windstärke, 
in kürzester Zeit von einem Punkt zum andern gelangt? Man wird die Verwendbarkeit 
einer solehen Untersuchung für den Luftfahrtbetrieb nicht überschätzen dürfen. Denn es 
wird nur selten der Fall sein, daß man vor Antritt einer Fahrt die Windverteilung so genau 
übersieht, wie es für eine Ermittlung der richtigen Flugbahn erforderlich wäre. Vor allem 
wird wohl der Luftfahrer auf eine Berücksichtigune der zeitlichen Veränderung des 
Windes verziehten müssen, da er über dessen zukünftige Entwicklung gewiß nicht hinreichend 
unterrichtet ist. Auch ein Hinausgehen über Fragen des reinen Wagrechtfluges kommt 
nicht in Betracht, da für den Steigflug die Voraussetzung konstanter Eigengeschwindigkeit 
nieht zutrifft. Dazu tritt noch eine Reihe störender Umstände, die hier nicht im einzelnen 
aufgezählt zu werden brauchen. Immerhin mag man es als nützlich ansehen, eine allgemeine 
Orientierunze über die Eigenschaften der Bahnkurven zu suchen, die bei Abwesenheit 
aller Nebenumstände die schnellste Flugverbindung zwischen zwei Punkten 
währleisten. 

Die foleenden Ausführungen setzen sich zum Ziel, die wichtigsten der Zermeloschen 
Resultate in elementarer Weise ohne den Formalismus der Variationsreehnung — herzu- 
leiten und brauchbare Verfahren zur Näherungskonstruktion der gesuchten Bahnen zu ent- 
wickeln. Dabei wird Windstärke und Windrichtung als nur vom Ort {nicht von der Zeit) 
abhängig angesehen und in der Hauptsache nur das ebene Problem (Wagrechtflug) be- 


ge- 


trachtet. Die Verwandtschaft unserer Aufgabe mit Fragen der geometrischen Optik die 
auf dem Fermatschen Prinzip des .kürzesten Lichtweges beruht trıtt an vielen Stellen 


zu Tage. 


1. Zwei Windgebiete, Brechungsgesetz. Wir stellen die Untersuchung des folgenden 
Falles voran. Die Ebene sei dureh eine Gerade A (Abb. 1) in zwei Hälften geteilt. Links 
von | herrsche die Windgeschwindigkeit w, (mit deutschen Buchstaben bezeichnen wir Vek- 
toren), rechts die Windgeschwindigkeit w,. Gefragt ist: Wie sieht die Bahn aus, auf der 
ein Flugzeug, das die konstante Eizengeschwindigkeit e besitzt, in kürzester Zeit von einem 
Punkt o, links von A zu einem Punkt o, rechts von A gelangt? Und weiter: Welche 


Stellung muß die Flugzeugachse jeweils gegenüber der Bahnriehtung einhalten ? 


A 


PO 


\m 1 





a.‘ 





\bb.1. Abb. 2. 


Wir bezeichnen allgemein 
mit tw die Windgeschwindigkeit, 
mit d die (absolute) Fluggeschwindigkeit, 


mit c die Eigengeschwindiekeit des Flugzeuges. 


Der Vektor c besitzt die konstante Länge e und seine Richtung fällt mit der der Flugzeug- 
achse zusammen. Die Richtung von vd ist die Bahnrichtung. Größe und Richtung von w 
heißen auch Windstärke bzw. Windrichtung. 


I!) Diese Zeitschr. 11, 1951, S. 114-124 u. Jahresber. d. dtsch. Mathem. Vereinig. 39, 1930, S. 44-48. Vel.a. 
T. Levi-Civita, diese Zeitschr. 11, 1951, S. 314-320, 
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Alles foleende beruht auf der einfachen Gleichung 
EB. 5% |; | } 


in der das Additionsgesetz der Geschwindigkeiten zum Ausdruck kommt. Ihre anschauliche 
Deutung erhält Gl. (1) im Geschwindigkeitsplan (Abb. 2), der den sog. Geschwindigkeits- 
kreis aufweist. Vom Festpunkt o aus ist in om der Windvektor w aufgetragen. Der um 
m als Mittelpunkt mit dem Halbmesser e geschlagene Kreis enthält die Endpunkte aller von 
o aus aufgetragenen Vektoren vd, die einem möglichen Flugzustand entsprechen. In Abb. 2 
und den späteren Zeiehnungen sind, soweit es die Deutlichkeit erhöht, die v-Vektoren aus- 
gezogen, die iw gestrichelt, die c striechpunktiert gezeichnet. Der Winkel «a zwischen vd und c 
ıst zugleich der Winkel, den die Flugzeugachse mit der Bewegungsrichtung bildet. 

Wir setzen als bekannt voraus, daß innerhalb eines Gebietes unveränderlichen Windes 
die schnellste Bahn zugleich die kürzeste, also eine Gerade, ist’). Die schnellste Ver- 
bindung von o, nach o, (Abb. 1) besteht daher aus zwei Geradenstücken, die in einem 
Punkt » der Trennungslinie .| aneinanderstoßen. Gesucht ist die Lage von p, oder wie wir 
sagen wollen, das „Brechungsgesetz*, dem der Linienzug o, p o, unterliegt. 

Um dies zu finden, untersuchen wir zunächst den Zeitverlust (oder Zeitgewinn), der 
dadureh entsteht, daß das Bahnstück 0, p, bis zur Erreichung der Grenze A (Abb. 3) durch 
das Bahnstück 0,9 ersetzt wird. Die Parallelen zu 0, p, und zu o,g im Geschwindigkeits- 
plan liefern die Geschwindigkeiten op und op, mit denen die beiden Strecken durchlaufen 
werden. Wir bezeichnen mit » die Länge »p und op’ mit #-- dr, indem wir für alle Ver- 
änderungen beim Übergang von der einen Bahn zur andern das Zeichen 9 einführen (ohne 
vorläufig etwas über die Kleinheit der Veränderung vorauszusetzen). Die Verrückung p,g 
heiße d.r und der Winkel zwischen op und op’ bzw. zwischen 0,p, und o,q heiße Oo yr. 





A 
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\hl Abb. 4. 





Wir übertragen nun aus dem Geschwindigkeitsplan durch Parallelverschiebungen das 
Viereck opp’m ın ähnlicher Vergrößerung nach o,p,p, m,. wobei natürlich p, auf o,g 
und auf dem dureh p, mit dem Halbmesser m, p, gezogenen Kreisbogen zu liegen kommt. 







Da o,p »?t ıst. sınd alle Läneen der neuen Fieur das F-fache der ıhnen entsprechenden 
| Länzen im Geschwindigkeitsplan, vor allem 0,p, =(r—0o r)t. Andrerseits ist o,g die 
Streeke. die in der Zeit #--At# mit der Geschwindiekeit "—+-9r zurückeeleet wird. also 





0,4 (ir + dr) (t + AN und die Differenz p, y ir +9 r) dt. Der Winkel, den die Flugzeugachse, 






also die Strecke ni )) oder nm,» einerseits ımıt der Beweeunesriehtung op» oder 0, P,: andrerseits 
mit der Normalen zur Grenzlinie .| einschließt, heiße 9 bzw. a (s. Abb. 3). Dann haben 
| 


‚aneen., 






die Projektionen der Strecken p, y und p,g auf die Richtung von m, p, die 





im) rt). cos 7 - Or w;} une sIn « OR. 











Bis hierher ıst noch nichts über Kleinheit der mit 9 bezeichneten Größen vorausgesetzt. 
(Gehen wir aber jetzt zur Grenze sehr kleiner d.r über, so müssen wir den Kreisbogen 
p,p, als ein auf m,p, senkrecht stehendes Geradenstück auffassen. Demnach fällt die 
Projektion von p’, auf die Gerade m,p, nach p, und die Projektionen der Strecken p,'y und 
p,gq müssen übereinstimmen, Setzen wir die oben gefundenen Ausdrücke unter Weglassung 
höherer Ordnung einander gleich. so erhalten wir 
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oder, indem « für die Komponente der Fluggeschwindigkeit in Richtung der Flugzeugachse 
gesetzt wird: 


St sın 9 a sın 4 


"COS A [Zi 


ae re Ba a ra 


Damit ist der wesentlichste Teil der ganzen Reehnung (der Ansatz der Variationsaufgabe) 
erledigt. 

Denn in der gleichen Weise wie der Zeitverlust beim Übergang von 0,p, zu 0, q, rechnet 
sich der Zeitgewinn beim Übergang von p,o, zu g0, im zweiten Teil des Weges. Beidemal 
ist für de=p,g der gleiche Wert einzusetzen, dagegen ist für y und « einmal y,,«, und 
sodann 9,.t, zu setzen. Dabei bedeuten g, und 9, die Winkel der Flugzeugachse mit 
der Begrenzungs-Normalen vor und nach dem Durchgang durch die Windgrenze, «, und ww, 
die jedesmaligen Komponenten der Fluggeschwindigkeit ın der Achsriehtung. Rechnen 
wir einen Zeitverlust (Vergrößerung von f) positiv, so haben wir 
sin pP, 


MP 5% Al, u ° 


1 es 2 
u", U, 


Of 


Soll nun auf der Bahn o,p, 0, die Zeit Fein Minimum gegenüberallen Nachbar- 
balınen sein, so muß notwendig d#, dt, für alle dx gleich Null sein; denn andernfalls 
könnte man dem dx ein solches Vorzeichen geben, daß $#, +9t, negativ wird. Wir haben 
demnach ın 


sın sın 4, 
7 1 ‘ < (4) 


das gesuchte „Brechungsgesetz* der schnellsten Flugbahn gefunden. Man beherrscht damit, 
weit über den zunächst ins Auge gefaßten Fall hinaus, die Gesamtheit der hierhergehörigen 
Fragen. 

Wir können zusammenfassend aussprechen: Die rascheste Verbindung zwischen 
wei Punkten in verschiedenen Windgebieten besteht aus zwei Geraden- 
stücken. die an der Trennungslinie der Gebiete derart aneinanderstoßen, 
daß Gl]. (4) erfüllt ıst. 

Gl. (4) sieht genau gleich dem bekannten Brechungsgesetz der geometrischen Optik. 
Dort stehen aber statt «, und «, zwei konstante Größen e, und e,, die Lichtgeschwindig- 
keiten in den beiden Medien vor und hinter der Grenzlinie (der @uotient e,: e, heißt 
Brechungsexponent), während in unserm Falle «, und «, von den festen Vektoren w, und 
w,. aber auch von den Riehtungen der Flugbahnen bzw. der Flugzeugachsen abhängen. 
Auch ist zu beachten, daß 9, und y, in der Optik die Winkel der Lichtstrahlen mit der 
Beerrenzunes-Normalen. bei uns die Winkel der Flugzeugachsen, nicht der Bahnlinien, mit 
der Normalen bedeuten. — Man kann leicht beide Aufgaben, die der Optik und die der Luft- 
navigation, als Sondertälle eines allgemeineren Problems aussprechen. 

Ein praktisches Verfahren zur Konstruktion von Bahnlinien, die der Gl: (4) entsprechen, 
zeigt Abh. 4. Von einem Festpunkt o aus trägt man zunächst die beiden Windvektoren 
om, =, und om, ww, sowie eine Parallele A’ zur Trennungslinie A auf. Die beiden Geschwindig- 
keitskreise A, und K, mit den Mittelpunkten », und m, und dem Halbmesser e enthalten 
die Endpunkte aller Fluggeschwindigkeits-Vektoren, die in dem ersten bezw. ın dem zweiten 
Windgebiet möglich sind. Zusammengehörige Punkte p,. ps, d. h. solche, für die op, 
bezw. op, die Fluggeschwindigkeiten vor und nach dem Durchgang durch A liefern, haben 
die Eigenschaft, daß die Kreistangenten in p, und p, die durch o gezogene Parallele zu A 
in dem gleichen Punkt % treffen. Denn das von o auf m, p, gefällte Lot 00’ gibt ın o’p, 
die Achsialkomponente «, der Fluggeschwindigkeit und da ok mit m,p, den Winkel W -, 
einschließt, ist ok=u,:sing, und in gleicher Weise ok=u,:sing,. Ist also mit der Flug- 
richtung im ersten Windgebiet der Vektor op, gegeben, so hat man nur in p, die Kreis- 
tangente zu errichten und von deren Schnittpunkt % mit der Parallelen zu A die Tangente 
kp, an den zweiten Geschwindigkeitskreis zu ziehen. Eine Mehrdeutigkeit besteht nicht, da 
nur die Kreispunkte rechts von ok mögliche Geschwindigkeiten ergeben. Voraussetzung 
(labeı ist, daß der Punkt » im Innern des Kreises liegt, d. h. das mw < e. 

Kine Bestimmung der raschesten Balın von o, nach o, in Abb. 5 ist nur in der Weise 
möglich, daß man mit Hilfe der Geschwindiekeitskreise von Abb. 4 eine Reihe von Gl. (4) 
genügenden Linienzügen durch o, legt, bis man durch fortgesetzte Zwischensechaltung zu 
einem gelangt, der o, trifft. Die Abb. 5 enthält darüber hinaus eine Übersicht über den 
Verlauf raschester Linienzüge, die von einem festen Punkt o, ausgehn. Man sieht, daß 
jeder Punkt der Halbebene rechts von A auf einem bestimmten Wege erreicht werden 
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kann. Auch die jeweiligen Stellungen der Flugzeugachse und die Größe von uw — ce (d. i. 
der Rückenwind bezw. Gegenwind) sind der Zeichnung zu entnehmen. Man erkennt, daß das 
qualitative Ergebnis darauf hinausläuft: Gegenüber der direkten Verbindung 0,0, wird der 
Wegteil, der mıt stärkerem hückenwind (geringerem Gegenwind) zurückgelegt werden kann, 
vergrößert, der andere verkleinert. 

Zu einer Anfangsgeschwindigkeit, die steiler ist als die Balın 1 in Abb. 5, gibt es keine 
Fortsetzung in „raschester Bahn“. Eine solche ıst aber auch nicht nötig, da jeder Punkt 
rechts von A auf einer Bahn, die mit zeringerer Neigung beginnt, „raschest* erreichbar ist. 


2. Einige Erweiterungen. Die Gültigkeit des oben abgeleiteten Brechungsgesetzes (4) 
läßt sich leieht ın mehrfacher Richtung erweitern. 

a) Wenn die beiden Windgebiete in der Ebene nicht durch eine Gerade A. sondern 
durch eine Kurve € voneinander getrennt werden, gilt unsere Ableitung vollkommen 
unverändert, sobald nur an die Stelle von A die Tangente an die Kurve € im Punkte p, 
gesetzt wird. Denn beim Grenzübergang zu sehr kleinen dx muß man den Punkt q, der 
ursprünglich auf der Kurve € liegt, als auf die Tangente übergehend ansehn. 
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b) Das Brechungsgeesetz (#4) eilt mit einem bestimmten Zusatz auch für den drei- 
dimensionalen Fall, wie folgende Überlegung zeigt. Es sei A in Abb. 3 der Schnitt 
| einer Ebene (eventuell der Tangentialebene einer Fläche), die dıe Grenze zweier Windgebiete 
bildet, mit der Zeichenebene. Diese denken wir uns so gelegt, daß sie das Geschwindig- 
keitsdreieck o,m,p, enthält, während die Gerade o,p,g aus der Ebene heraustritt. Die 
Verrückung p,g bezeichnen wir als Vektor mit öx. Der Punkt p,’ liegt auf 0,94 dort, wo 
diese Gerade von der Kugelfläche geschnitten wird, die mit dem Mittelpunkt m, und dem 
Halbmesser e dureh p, geht. (Denn die Stelle des Geschwindigkeitskreises vertritt jetzt 
eine Geschwindigkeitskugel von gleichem Radius.) Projiziert man daher die Strecke p’,g 
aus dem Raum senkrecht auf die Gerade m,p, der Zeichenebene, so fällt wieder in der 
Grenze für verschwindend kleines ör die Projektion von p,' nach p,. Damit ist die frühere 
Formel (2) wiedergefunden, nur muß man statt sing den Cosinus des Winkels zwischen Or 
und m,p, Setzen. Deuten wır die Richtung m,p,. also die der Flugzeugachse mit $ an, so 
erhalten wir an Stelle von (4) 
vos (OT, S5,) COS(AL, S,) 


(>). 
7 u 


| i 
Diese Beziehung muß für sämtliche auf der Trennungsfläche bezw. ihrer Tangential- 
ebene verlaufende Richtungen von dr erfüllt sein; es genügt aber, aus bekannten Gründen, 
das Erfülltsein für zweı Richtungen zu fordern, da es dann für alle anderen folet. Wählen 
wir nun dasjenige Or, das auf m,p, senkrecht steht, also (da es in der Tangentialebene liegt) 
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auch senkrecht auf der durch m,p, gehenden Normalebene der Trennungsfläche, so st 
cos (Ö1,8,)=0, daher muß auch cos (ör, 8,)—=0 sein, d. h. die Richtung der Flugzeugachse 
nach der Brechung liegt in derselben Normalebene wie die vor der Brechung. Eine Ver- 
schiebung örx, die in dieser gemeinsamen Normalebene liegt, liefert aber eos (ör, 8,)=Ssin q,, 
cos (Ör. $,) = sin Y,, wenn g, und 9, wieder die Winkel der Achsriehtungen mit der Flächen- 
normalen bezeichnen. Wir haben so das Ergebnis: 

Beim Durehgang dureh eine Trennunesfläche zweier Windgebiete er- 
fährt die „rascheste Bahn“ eine Kniekung, bei der die Rıchtungen der Flug- 
zeuzachse vor- und nachher in derselben Normalebene lıegen und mit der 
Normalen der Trennungsfläche Winkel 9,9, einschließen, für dıe Gl. (4) gilt. 

e) Wir kehren zur Ebene zurück und betrachten eine Erweiterung der Fragestellung, 
deren Bedeutung sich später erweisen wird. Es werde angenommen, daß beim Übergang 
von der ersten Bewegung längs 0, p, zu der variierten längs o,g eine veränderte Wind- 
eeschwindigkeit w’ statt w in Betracht kommt. Wie etwas derartiges realisiert sein 
kann, wird weiter unten gezeigt werden. Wir fragen jetzt: Wie muß die Veränderung von 
iv zu iD’ beschaffen sein, damit das Brechungsgesetz (4) noch gültige bleibt? 

An unserer Konstruktion ändert sich nach der neuen Annahme vor allem dies, daß im 
Geschwindigkeitsplan der Punkt p’ nicht mehr auf demselben Kreis A wie p liegt, sondern 
auf einem zweiten, gleich großen Kreis AK’ mit dem Mittelpunkt m’, wobei om’ = w’ (Abb. 6). 
Der Punkt p,' in der korrespondierenden Figur liegt wieder auf o,y||op’ derart, daß p,p,' 
| pp’, nur ist die Verbindung p,p,' jetzt nicht mehr durch einen Kreisbogen mit m, als 
Mittelpunkt herzustellen. Bei der Ableitung von (2) war aber lediglich benutzt worden, daß in der 
Grenze sehr kleiner Variationen die Richtung p, p, senkrecht aufm, p, Steht. Bleibt dies erhalten, 
gilt also auch im Geschwindigkeitsplan pp’ | mp, so ändert sich nichts an Gl. (2). Nun kann 
man den Übergang von p nach p’ auffassen als entstanden durch die Parallel-Verschiebung 
des Kreises K nach K’ in der Richtung m m’ und eine Bewegung von p längs des Kreises. 
Die letztere hat im Infinitesimalen stets die Richtung der Kreistangente, also senkrecht zu m p, und 
wenn auch die Translation des Kreises diese Riehtung hat, muß die resultierende Bewegung 
pp’ ebenfalls | mp sein. Die Translation hat die Richtung m m’ = w’ — w, und so erhalten 
wir den Satz: 

Wenn beim Übergang zu einerinfinitesimal variierten Bewegung die 
Windgeschwindigkeit w sich zwar ändert, aber derart, daß ihre Komponente 
in der Richtung der Flugzeugachse erhalten bleibt, so gilt für den Zeit- 
verlust öf unverändert Gl. (2). Bestehen diese Verhältnisse in beiden 
Windezebieten, vor und hinter der Breehune, so gilt als Bedingung der 
raschesten Bahn unverändert Gl. (4). 
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3. Folge mehrerer Windgebiete.. In Abb. 7 ist der Fall angedeutet, daß mehrere, durch 
die Geraden 4,, As, - - - Ar... k voneinander getrennte (srebiete bestehen, in denen die 
Windgeschwindigkeiten iv, W,. . . . ij; herrschen. Wir fragen nach einem Verfahren zur 
Br cimmung raschester Bahnen, die durch diese k Windgebiete hindurcehführen. 
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‚Aus dem ın 1 Ausgeführten folgt, daß eine solche Bahn aus Geradenstücken besteht. 
die an den Gebietsgerenzen .| jeweils eine „Brechung* nach Gl. (4) erfahren. Aus der in 
Abb. 4 angedeuteten Konstruktion ergibt sıch nun folgendes Verfahren. 

Man zieht von einem festen Punkt o aus die k Windvektoren w, =om, W,=om,,... 
usf., sowie k—1 Parallele A’... A’, - . - usf. Mit m,.m,,.... als Mittelpunkten zeichnet 
man die Kreise K,, K,...., die alle den Halbmesser e besitzen, und legt nun dureh die 
Geraden A, A',,.... (als Kraftangriffslinien) ein Seileck derart, daß seine einzelnen 
Seiten Tangenten der Kreise ÄA,,K,,... sind. Die Berührungspunkte p,. Ps, . . . liefern 
die Geschwindigkeitsvektoren op, =d,, 0P,=d,,... und Parallele zu diesen in der ur- 
sprünglichen Figur der 4,,, I... . . . geben eine rascheste Balın. Die Richtungen m, p,, m,p.,. .. 
sind die der Flugzeugachsen auf jedem Bahnstück. 

Ist das Anfangsstück 0,9, der Bahn vorgeschrieben, so hat man op, || o,g, zu ziehen, 
wonnt die erste Seite des SeilecRs und damit die Folge der übrigen bestimmt ist. Ist nur o, und 
ein Endpunkt 0, der Bahn ım letzten Windgebiet gegeben, so muß man versuchsweise mehrere 
Bahnen dureh o, konstruieren, bis man durch Zwischenschaltung die durch o, gehende findet. 
Die Konstruktion der Geschwindigkeitsfigur ıst hier ganz unabhängig von der Wahl des 
Punktes o,. Hat man einmal eine zusammengehörige Folge von Punkten p,. Ps... durch 
Zeichnen eines Seilpolvygons gefunden, so gibt es unendlich viele dazugehörige Bahnen, 
deren einzelne Stücke einander (und zu 0p, 0Ps, ...) parallel verlaufen. 

Kın klein wenig anders verhält es sich, wenn die Grenzen der Windgebiete nicht 
(serade, sondern Kurven €, Os... usf. sind. Hier kennt man nieht von vornherein die 
Richtungen .1’,,, A’z,,.... kann also diese Geraden, auf denen die Eeken des Seilpolvgons 
liegen, nicht vor Beginn der Bahnkonstruktion einzeichnen. Allein der Verlauf der Kon- 
struktion (Abb. 8) ändert sich dabei nieht wesentlich. Man beginnt mit dem (vorgegebenen 
oder passend angenommenen) ersten Bahnstück o,g, und zieht .1’,, parallel zur Tangente 
an €, ım Punkte q,. Damit ist der Ort für den ersten Eekpunkt des Seilpolvgons gefunden 
und man kann durch den Schnitt von .1’,, mit der in p, errichteten Kreistangente die zweite 
Seileckseite als Tangente an A, zeiehnen. Damit ist p, und 4,9; ||op, gegeben und die 
nächste zu benutzende Gerade .4’,, ergibt sich als Parallele durch o zur Tangente der Kurve 
(',, ım Punkte g,. Dieses Verfahren ist kaum umständlicher als das frühere, nur besteht 
nicht mehr die Unabhängigkeit des Geschwindigkeitsbildes von der Wahl des Punktes o.. 
Auch muß man jetzt, wenn mehrere Bahnen gezeichnet werden sollen, immer neue Lagen 
der Geraden 1... A’... . . . usf. benutzen. 

Die hier angegebenen Verfahren gelten für ganz beliebige Windgeschwindiekeiten (über 
die Möglichkeit des Versagens vgl. 5). Die Abb. 7 ist für den Fall ausgeführt, daß die 
Windverteilung der Kontinuitätsbedingung genügt, daß also an jeder Trennungsgeraden 
A lediglich die zu A parallele Windkomponente eine Änderung erfährt. Dies äußert sich 
in der Zeichnung darin, daß ne, m,|| .I,,, m,m,|\.l,,... usf. Mit der Annahme krummlinig 
beerenzter Gebiete von konstantem Wind ist die Kontinuitätsbedingunge unvereinbar. 


4. Beliebige (stetige) Windverteilung. Von den bisher behandelten Fällen unstetiger 
Windverteilnne zelangt man durch einen Grenzübergang (etwa zu unendlich nahe benach- 
barten Trennungslinien €) nieht zu dem allgemeinen Fall stetig veränderlichen Windes. 
Denn sind 90°., 9°, die Komponenten der Windgesehwindigkeit in den Riehtungen eines recht- 
winkligen Achsenkreuzes, so liegen zwei Funktionen »%, (#, y) und ıv,, (., y) vor und es gibt keine 
„Frennungslinien“, auf denen »®., und »* , zugleich konstant verlaufen — es sei denn, daß zwischen 
den beiden Funktionen eine besondere Beziehung besteht. Über diese Schwierigkeit hilft 
die in 2 unter e) gemachte Bemerkune hinweg. 

Ist das Flugzeug mit einer bestimmten Geschwindigkeit vd im Punkte p, (Abb. 9) ein- 
gelangt, so läßt sich, da der Windvektor \w für p, gegeben ist, mittels des Geschwindig- 
keitskreises die Richtung der Flugzeugachse in diesem Augenblick feststellen. Wır wollen 
sie hinfort als a-Riehtung bezeichnen und das frühere «  »cosa auch mit ”,. Die variable 
Windgeschwindigkeit w in der Umgebung von p, zerlegen wir in eine Komponente ı", im 
der a-Riehtunz und ı%, senkrecht dazu (um —+ 90°" gegen a gedreht). Betrachtet man nun 
,, in der Umgebung von p, als Funktion des Ortes, so muß es eine bestimmte, durch p ge- 
hende Richtung wir nennen sie „I-Riehtung eeben, in der =, unverändert bleibt (sie 
steht senkrecht auf der Rıiehtung des Gradienten der Funktion mw, von .r, y). Diese Richtung 
der Linie », konst darf man nach der in 3 ausgeführten Bemerkung «e) unter Aufreehterhaltung 
des Brechungsgesetzes (4) als Brechungslinie betrachten. Zieht man also zu ihr die Parallele 
1 dureh o im Geschwindigkeitsplan, so schneiden sich auf .1’ die Tangenten in p und p’ 
an die Geschwindigkeitskreise X und AK’. Dabei entspricht A’ einem neuen w-Wert, den 
man «dadureh erhält, daß man zu dem Auszeangswert von vw das in der Richtung von dv (Be- 
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weeunesriehtune) eenommene Differential ds hinzueefüet. So läßt sich Stück für Stück 
0) 


ein Polygon konstruieren, das eine Annäherung an die Kurve raschester Verbindung bildet 
und das in der Grenze unendlich kleiner Intervalle ds in die gesuchte Kurve übergeht. 

Eine unmittelbare praktische Bedeutung wird diesem Stückelungsverfahren nur selten 
zukommen, da man kaum je ein stetiges Geschwindigkeitsfeld so genau kennen wird, wie 
dies hier erforderlieh wäre. Man wird sıch wohl immer mit den einfacheren Annahmen 
der Abb. 7 und S begnügen. Von Interesse mag es jedoch sein, für den allgemeinsten Fall 
aus der Konstruktion die Differentialbedingeunge der raschesten Bewerune (die Differen- 
tialeleichung der Bahnkurve) herzuleiten. Dies geschieht ın folgender Weise. 

Das Brechungsgesetz (4) nimmt, wenn wir unendlich kleine Veränderungen des Windes 
in Betracht ziehen, die Form an 

/sinq 


A| 0, also wcosydg snodu. . .... (6). 
m 





Abb. N, \bb. D. 


Bezeichnet it den Einheitsvektor ın der a-Richtung, so ist v = rcosa= d-t und du =dv-t-+ 
v- (di. Das Differential dı hat die Größe dy und die Riehtung senkrecht,zur a-Richtung, um 
+90" gedreht, d, ı. die b-Richtung der Abb. 9. Demnach ist v-di= vsina-dy und aus (6) 


wird mit u =" cos a. 
" (COS a COS 4 sinasınqg) da »cosla—4 \dg — sın 7 f:3 DE VE |; 1 
Ist dt das Zeitelement, in dem die Veränderung erfolgt, so hat man in dy:dt die 
Dreheeschwindiekeit » und ın dv: dt die Beschleunieune der absoluten Bewerune. Zwischen 
beidden besteht auf der raschesten Bahn nach (6°) die Beziehune 


(). 


"(ı) | 


sin 4 /do .\ 
cos (a — Y) At | 


Hier läßt sich die rechte Seite noch bedeutend vereinfachen, wenn man beachtet, 
welche Eigenschaft die A-Riehtung besitzt, die ja in dem Winkel 9 (zwischen der Normalen 
zu 4 und der Achsriehtung «a) in Gl. (7) eingeht. Man weiß, daß die «a-Komponente der 
Beschleunigung rechts in (7) einfach die Ableitung der a-Komponente v, der Geschwindig- 


keit (bei festgehaltener a-Riehtung) ıst. Nun hat man nach (1) »,e-+1,, daher 
au , de, div, Om, (7) 
a " ı), 
dt lt dt RRS 


wenn, wie schon oben, ds die Differentiation in der Beweeungsrichtung andeutet. Bekannt 
ist ferner, daß die Ableitungen einer skalaren Funktion f (hier von ww,) nach verschiedenen 
Riehtungen sich wie die Komponenten eines Vektors verhalten, der die Riehtung senkrecht 
zur Linie f=konst besitzt, in unserm Fall die Richtung senkrecht zu 4.  Bezeichnet also 
db die Differentiation ın der b-Rıichtung, so haben wir 


cos (a + Yp):(— sın g), 





daher nach (7) und (7) 
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Dies ist die schon von Zermelo angegebene Differentialbeziehunze für die rascheste 
Balın. Sie besagt zunächst qualitativ, daß wenn am rechten Flügel der Rückenwind größer 
(der Gerenwind kleiner) ist, das Flugzeug lıinksherum gedreht werden muß. Aber auch der 
vollständige Inhalt von (5) läßt sich leicht in Worten aussprechen: 

Auf der raschesten Bahn ist in Jedem Augenblick die Drehgeschwindiege- 
keit des Fluezeuees eleich der Drehgeschwindiekeıt des Luftelements, das 
die Riehtung der Flugzeug-(Wuerachse besitzt. 

Ist die Windverteilung rotorfrei, so hat ein Luftelement der Richtung eleichgroße, 
aber entgegengesetzte Drehgeschwindigkeit wie ein Element der a-Rıchtune. In diesem 
"alle kann man daher auch sagen, das Flugzeug müsse in jedem Augenblick eine Dreh- 
veschwindigkeit besitzen, entgegengesetzt gleich der eines Luftelementes parallel der Flugzeug- 


Li 
L,änesachse. 


5. Frage der Eindeutigkeit; Maximum oder Minimum ? Im Laufe der bisherigen Be- 
trachtung wurden Bahnlınien untersucht, die dem Brechungsgesetz (4) oder seiner Verall- 
gemeinerung (6) genügen und von denen jedesmal ein Anfangspunkt und eine Anfangsriehtung 
als gereben angesehen werden. Zwei Fragen, die enge miteinander zusammenhängen, sind 
dabei ganz unberührt geblieben. Erstens die, ob es immer nur eine Bahn gibt, die zwei 
Punkte o, und o, verbindet und überall der Gl. (4) bzw. (6) folgt: zweitens, ob auf dieser 
Bahn wirklich ein Minimum der Durchlaufungszeit besteht. Denn unsere Ableitung des 
erundlegenden Brechungsgesetzes ging ledirlich davon aus, daß der Wert der Durchlaufungs- 
zeit ? auf der betrachteten Bahn allen Nachbarbahnen gegenüber einen stationären 
Wert (df 0) aufweisen sollte. Wenn wir das Differential $f (beim ebenen Problem) gleich 
Null setzen, so kann dies sowohl einem Maximum wie einem Minimum entsprechen und 
schließlich aber auch dem Fall (Wendepunkt), daß f nach der einen Seite zunimmt, nach 
der andern abnimmt. 

Nehmen wir zunächst an, die Windstärke w sei im ganzen, in Frage kommenden 
Bereich kleiner als die Eigengeschwindigekeit e, es liege also der Punkt o des Geschwindig- 
keitsplanes im Innern aller Geschwindigkeitskreise X. In diesem Falle läßt sich die Auf- 
abe leicht erledigen. 

Bei nur zwei, durch eine Gerade 4A getrennten, Windgebieten läßt unsere Abb. 5 
folgendes erkennen. Die Gerade A’ durch o muß voraussetzungsgemäß die Kreise K, und 
N, schneiden. Für eine Bewegung. die JA von links nach rechts durehsetzt, kommen als 
Lagen der Geschwindigkeitspunkte®) p und p’ nur die rechts von A’ liegenden Kreisbögen 
ın Betracht, und von diesen weeen der Tangentenbedinzeung nur die stark auszezogzenen 
Teile. Durchläuft p seinen Bogen auf A von unten nach oben, so läuft p’ auf A’ immer 
eleiechsinnig mit. Daraus folgt (s. die Abb. 5), daß die zweiten Hälften der von o, aus- 
gehenden Bahnen unmöglich einen Schnittpunkt rechts von . besitzen können. Demnach 
wird jeder Punkt o, rechts von ‚I nur von einer einzigen der durch o, gehenden Bahnen 
erreicht. Die Eindeutigkeit ıst damit gewährleistet, es folgt aber jetzt auch leicht, daß die 
so gefundene Balın wirklich eine rascheste ist. 

Denn die Zeit #, die ein Flugzeug braucht, um auf irgendeinem an 4A geknickten 
lLinienzug von o, nach o, zu gelangen, ist sicher eine stetige und differenzierbare Funktion 
der Lage des Kniekpunktes auf 4. Überdies kann 7 nieht auf Null sinken. Eine stetige 
"unktion, die eine untere Schranke besitzt, muß aber einmal einen Minimalwert annehmen und, 
wenn sie differenzierbar ist, muß dieser mit versehwindender Ableitung, also hier mit $tf==o, 
verbunden sein. Ist somit nur ein einziger stationärer Wert vorhanden, so muß er ein 
kleinstwert sein. 

Der Schluß läßt sich nicht mehr führen, wenn die Trennungslinie zwischen den beiden 
Windgebieten nieht geradlinig ist. In Abb. 10 ist, der Übersichtlichkeit halber, ein 
vollkommen symmetriseher Fall dargestellt. Die Trennungsgrenze zwischen den beiden 
Windgebieten besteht aus einem Viertelkreis, der sich beiderseits in gerade, um 90" gegen- 
einander gedrehte Linien B, € fortsetzt. Die Windrichtung liegt in der Symmetrieachse, die 
beiden Windvektoren sind entgegengesetzt zleich. Man sieht sofort, daß zwischen zwei 
Punkten o, und o,, die auf der Achse liegen, die ungeknickte, geradlinige Bahn dem Brechungs- 
gesetz genügt: es ıst hier 9, 9,0. Die zugehörige Konstruktion im Geschwindigkeits- 
plan besteht aus den Punkten p, und p, auf den Kreisen A, und K,, mit Tangenten, die 
parallel der Geraden 1 (und 4) sind. Wählt man nun auf den Geraden B’, €” (den zu B, 
durch o gezogenen Parallelen) ein beliebiges symmetrisches Punktepaar 5b, e und fällt von 
hier aus die Tangenten an die beiden Geschwindiekeitskreise, so erhält man in 09,. 09; 


3) In der Abb. sind die Punkte p1, P2, ».. einfach mit 1, 2, „.. die Punkte p’ı, pP’... mit 1, 9,... bezeichnet. 
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bzw. or, or, je ein Paar zusammengehöriger Bahnrichtungen für eine an B bzw. an (U ge- 
brochene Bahn. Die Übertragung in das ursprüngliche Bild zeigt, daß es zwischen zwei 
Punkten o, und o, außer der früher gefundenen noch zwei andere Verbindungen gibt, die 
dem Brechungsgesetz genügen, für die also die Flugzeit f stationäre Werte besitzt. 

Man kann aus dem Früheren schließen, daß f auf den Bahnen über 4 und r jedesmal 
ein Minimum gegenüber allen benachbarten Bahnen ist. Zumindest muß dies gelten, wenn 
man o, und o, so weit wählt, daß die Punkte 4 und r schon in die geradlinige Fortsetzung 
der Kreisgrenze hineinfallen (nicht, wie in der Abb., gerade an der Übergangsstelle liegen). 
Denn das nähere Verhalten des stationären Wertes hängt von den Gliedern zweiter Ordnung 
in der Entwieklune von f ab, und in diese geht von der Beschaffenheit der Grenzlinie nur 
die Krümmung ein. Ist die Krümmung gleich Null, so verhält sich die Grenze wie eine 
(Gerade. Nun muß zwischen zwei Kleinstwerten notwendig ein Größtwert liegen, und damit 
ist bewiesen, daß es bei krummliniger Begrenzung Wege geben muß, die dem Brechungs- 
eesetz genügen und Größtwerten der Flugdauer entsprechen. In unserm Beispiele ist diese 
lanesamste Flugbahn die ungeknickte Gerade von o, über p nach o,. Es ist das daraus zu 
erklären, daß bei den „Umwegen* über g oder r die mit Gegenwind geflogene Strecke ver- 
kürzt, die mit Rückenwind verlängert wird. Freilich ist der in Abb. 10 dargestellte Fall 
mit zwei Gebieten entgerengerichteten Windes kaum unmittelbar realisierbar. 

Aus der oben gemachten Bemerkung über den Einfluß der Krümmung der Brechungs- 
linie auf den Charakter des stationären Wertes von fkann man auch noch folgendes schließen. 
Hat man eine beliebige Grenzlinie € und auf ihr einen Kniekpunkt p einer dem Brechungs- 
eesetz genügenden Flugbahn, so kann man noch verschiedene Punkte o, bzw. o, auf den 
beiden Bahnstücken wählen und jedesmal die Frage stellen, ob die ın 0, beginnende ın o, 
endende Balın ein Zeitminimum aufweist oder nicht. Beispielsweise würde in Abb. 10 











Abb. 3. 


unsere früher durchgeführte Betrachtung für jedes Paar o,, o, gültig sein, das außerhalb 
des eingezeichneten liegt, während sie für näher an p liegende versagt. Allgemein kann 
man sagen: Wenn o, und o, sehr nahe an den Kniekpunkt p heranrücken, so müssen, wenn 
die Krümmung in p endlich ist, schließlich die Verhältnisse eintreten, wie sie bei einer ge- 
raden Grenze vorliegen. Denn die einzigen maßgebenden Längenverhältnisse sind dann die 
(Juotienten Krümmungsradius : o,p und: 0o,p und diese werden schließlich mit verschwindendem 
o,p und o,p unendlich, wie im Fall der Geraden. Daraus müssen wir schließen: Auf jeder 
nach dem Brechungsgesetz (4) konstruierten Bahnlinie ist die Flugdauer zwischen zwei nicht 
zu weit voneinander entfernten Punkten ein Minimum. Man macht sich die Ver- 
hältnısse anschaulich, wenn man an die Frage der kürzesten Entfernung zweier Punkte auf 
der Kugeltläche denkt: jeder Großkreisbogen ist für zwei seiner Punkte, die um weniger als 
150° entfernt liegen, die kürzeste, für andere die weiteste Verbindung. 

Die vorstehenden Überlegungen gelten nicht mehr, wenn die Windgeschwindiekeit überall 
oder ın einzelnen Teilgebieten größer als die Eigengeschwindiekeit des Flugzeuges 
wird. Der Anfangspunkt o des Geschwindigkeitsplanes liegt dann außerhalb der Kreise X, und 
es sind nicht mehr Flugbewegungen in beliebiger Riehtung möglich, andrerseits gehören zu 
jeder möglıchen Richtung zwei verschiedene Geschwindigekeitsgrößen. Das Brechungsgesetz (4) 
liefert immer noch die Bedingung dafür, daß die Flugdauer auf der betreffenden Bahn 
stationären Wert besitzt, aber es ist im allgemeinen nicht mehr sichergestellt, daß man von 
einem gegebenen Punkt o, aus einen zweiten gegebenen Punkt überhaupt erreichen kann. 
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Zeitfragen mechanischer Schwingungen. 
Bericht über die Tagrunz des Ausschusses für mechanische Schwinzeuneen. München 19031 


Von W. Adrian in Berlin. 


je diesjährige Tagung des Ausschusses für mechanische Schwingungen beim Verein 
nn Inzenieure Ende Maı ın München beschäftigte sich mit zahlreichen Fragen 
aus Theorie, Berechnung und Messung mechanischer Schwineuneen. Professor Tolle. Karls- 
ruhe, hat nach dem Vorgane von Gümbel das vektorielle Rechenverfahren für die Be- 
stimmung der Resonanzkurven schwingender Systeme weiter ausgebaut. In einfacher Weise 
lassen sieh dureh Benutzung von Drehstreekern ım rechnerischen Verfahren die Resonanz- 
kurven beliebiger schwingender Systeme verhältnismäßig schnell ermitteln. An Hand der 
Kurven können technisch wichtige Fragen, z. B. Torsionsbeanspruchungen von Wellen und 
deren Dämpfung leicht untersucht werden. 

Für die angenäherte Berechnung der Schwingungszahlen von Rahmenträgern 
hat Professor Pöschl, Karlsruhe. Unterlagen gegeben. Er führte hierüber erweitert aus: 

In der letzten Zeit wird auch von seiten der technischen Praxis immer häufiger die 
Forderung westellt, die Schwingzahlen von Traekonstruktionen verschiedenster Art, wie 
Brücken, Rahmentragewerken. Maschinenfundamenten, Bogenträgern u. del. weniestens 
aneenähert nachzuweisen. Zweifellos werden, diesem Umstande Rechnung tragend, unsere 
Taschenbücher sehon sehr bald daranzehen müssen, in besonderen Abschnitten die Schwing- 
zahlen für gewisse typische Grundformen «derartiger Konstruktionen anzugeben, ganz so, wie 
sie sehon seit langer Zeit die statischen Angaben für solehe Fälle enthalten. Auf diese Weise 
können dem Konstrukteur wenigstens gewisse Anhaltspunkte für die zu erwartenden Schwing- 
zahlen an die Hand gezeben werden. 

\Man weiß, daß die Ausreehnunge der Schwinezahlen nach den bekannten exakten 
Methoden auch bei weitzehender Vereinfachung der Angaben sehr verwickelt ıst: es handelt 
sich immer um die Auflösung transzendenter Gleiehungen von mehrgliedriger Form, deren 
kleinste Wurzel die vor allem interessierende Grundschwingzahl liefert. 

Von den Annäherungsmethoden zur Berechnung dieser Schwingzahlen ıst vor allem die 
Rayleicsh-Ritzsche zu empfehlen, die darauf beruht, daß die Schwingzahlen als Kleinst- 
werte eines bestimmten Minimalproblems aufgefaßt werden können und in ihrer Eigenschaft 
als Näherunesmethode deshalb stets zu eroße Werte für die Schwinezahlen liefert. Nach dieser 
Methode ist das Quadrat der Kreisfrequenz der Schwingung (d. ı. die Schwingzahl ın s sek) 
dureh die Gleichung zereben: 


> Er y dr 


3 oO 7” dr 


Für die Schwinzeunesform == y(.a) wird bei der praktischen Berechnung ein angenäherter 
Ausdruck eingesetzt, und zwar genügt es in den meisten Fällen, hierfür für jedes Feld ein 
Polynom von entsprechend hohem Grade zu nehmen, das den Rand- und Übergangsbedingungen 
vemäß gewählt wird. Die Integrationen sind über die einzelnen Felder zu erstrecken, und 
die Summenzeichen im Zähler und Nenner sollen andeuten, daß für jedes Feld die Integrale 
zu bilden und diese hernach zu summieren sind. 

Dieser Ausdruck ergibt sich sofort aus dem Energiesatze, der Zähler stellt im wesent- 
liehen «die potentielle Energie im durchgebogenen Zustande, der Nenner die kinetische Energie 
in der spannungslosen Gleiehgewichtslage dar. 

Für die Brauchbarkeit «des Verfahrens ist die Wahl der Annäherungsfunktionen ent- 
scheidlend. Man wird diese zweckmäßig so wählen, daß sie einer statischen Belastung ent- 
sprechen, die den wirklichen dynamischen Biegelinien einigermaßen nahekomnt. Wählt 
man 2. B. für den einfachen Fall des einseitig eingespannten Stabes als Biegelinien jene 
Polynome, die der Einzellast am Ende, der gleichförmigen Belastung oder der Dreieckslast 
entsprechen, so erhalten wir in diesen dreı Fällen 


h) 


dd)" 


EJ 


12,7; 12,46; 12,37, 


während der genaue Wert 12.36 beträgt. Für einen Träeer mit überhäneendem Ende. beı 
dem die Länzee des überhäneenden Teiles eleich ist der zwischen den Auflageern. genügt es, 
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die Polynome zu wählen, die einer gleichförmigen Belastung des überhängenden Teiles und der 
Belastung Null des anderen Feldes entsprechen, und man erhält #’=5,16, während der genaue 
Wert 5,14 beträgt. Von ähnlicher Einfachheit ist die Berechnung der Schwingzahlen für 
durchlaufende Träger, wobei in den meisten Fällen leicht zu entscheiden ist, welcher Teil 
auf die Schwingung den größten Einfluß ausübt. 


Für Rahmen wurden einige Fälle nach diesem Verfahren ausgearbeitet, die Ergebnisse 
sind im Ingenieur-Archiv, Bd. 1 S. 469 u. f., veröffentlicht worden. Das Verfahren empfiehlt 
sich insbesondere auch für Bogenträger, für die nach den exakten Methoden bisher über- 
haupt noch keine Resultate über die Schwingzahlen hekanntgeworden sind; für sie ist die 
oben angegebene Gleichung in entsprechender Weise umzuändern. 


Kine ausführlichere Darstellung dieses Vortrages wird voraussichtlich im „Bauingenieur“ 
veröffentlicht werden. 


ww 


Die Berechnung der Schwingzahl von Systemen mit abteilungsweise 
veränderliceher Elastizität der Bettunge hat Dr. Klotter, Karlsruhe, beı verein- 
fachenden Annahmen durchgeführt. 


Die von K. Hayashi und F. Schleicher ausgeführten Untersuchungen über die 
Biegung von Balken und Kreisplatten auf elastischen Unterlagen, deren Eigenschaften abteilungs- 
weise veränderlich sind, enthalten die Theorie der Biegung der elastisch eingespannten Stäbe 
und Platten. Eine Untersuchung der entsprechenden kinetischen Probleme liefert zugleich 
die Kenntnis der Schwingungen der elastisch eingespannten Gebilde. 


Es lassen sich dabei die Schwineuneen von Saiten. Stäben. Membranen und Platten ın 
vollkommen eleicher Weise behandeln. 


Zur Kennzeiehnunge des elastischen Verhaltens des Bettungsstoffes dient bei den er- 
wähnten Untersuchungen der statischen Fälle der einfache Ansatz 


q=Kmw, 
der den Druck 4 an einer Stelle der dort bewirkten Einsenkung m» proportional setzt und ıhn 
unabhängig vom Verhalten der Umgebung der betreffenden Stelle annimmt. Will man den 
oleichen Ansatz auch für die kinetischen Probleme beibehalten, so muß man überdies noch 
voraussetzen, daß die Bettungszahl A auch vom Bewegeungszustand unabhängig ist. 


Die Differentialgleichungen der Eigenschwingungen, die die Systeme unter diesen Voraus- 
setzungen ausführen, lauten, wenn »" den Schwingungsausschlag, »» seine Amplitude bezeichnet, 
Ableitungen durch Indizes angedeutet werden und ferner & die (Kreis) Schwingzahlen, «’ die 
Längendichte, «’” die Flächendichte, D’ die Stabsteifigkeit, D” die Plattenstäifigkeit, 5° die 
Saitenspannkraft, 5’ die Membranspannkraft, A’ den Längendruck, X” den Flächendruck der 
Bettung bedeuten: 
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Die Integrale dieser Differentialgleichungen sind von verschiedenem Typ, je nachdem, 
ob der Faktor von ı" negativ oder positiv ist. Im ersten Falle lauten die Integrale formal 
ebenso wie die im statischen Fall auftretenden, im zweiten wie die, die für die Schwingungen 
nichtgebetteter Systeme gelten. Die beiden Integrale werden jeweils als Integrale erster 
und zweiter Art unterschieden. 
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Sıe lauten z. B. für den Stab. wenn 





nr’ m” jy' I»? und w* Mi D 2" 
eesetzt wird: 
| ww —= ‚lcosvr.WKojre—+ Beosrr Zinre-+ (sinvel&ojra + DsinveSQımve, 
1 Ta Acos ix + Bsıin ix + ( Cvi ir + DSimnir. 


liegt das betreffende System nur in einem Bettungsstoff, hat also die Differential- 
eleichune nur ein Lösungszebiet, so können nur Differentialgleiehungen und Integrale zweiter 
Art auftreten. Daraus folet, daß für die Schwinezahlen eine untere Grenze 


IN 
u 
existiert. 


Sind dagegen mehrere Bettungsstoffe vorhanden, hat die Differentialgleichung also 
mehrere Lösungsgebiete, so existiert eine Verträglichkeitsbedingung für die in den einzelnen Ge- 
bieten geltenden Integrale; sie sagt aus, daß, wenn in einem Gebiet mit der Bettungszahl A; 
ein Integral erster Art existiert, in allen Gebieten mit größeren Bettungszahlen nur Integrale 
erster Art möglich sind, und wenn in einem Gebiet ein Integral zweiter Art existiert, in 
allen Gebieten kleinerer Bettungszahlen auch nur Integrale zweiter Art möglich sind. 


Die Schwingzahlen folgen ın den verschiedenen Gebieten des Spektrums aus ver- 
schiedenen Schwingzahlgleichungen, und zwar ergeben sich die Schwingzahlen 


N; :_ 
u u 
aus einer Schwingzahlgleiehung, die entsteht, wenn in allen Gebieten, deren Bettungszahl 


eleich oder größer ist als A;-Integrale erster Art, ın allen Gebieten, deren Bettungszahlen 
oleich oder kleiner sind als A;.ı, Integrale zweiter Art angesetzt werden. Unterhalb 
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dl 


" Jiegt, wenn A, die kleinste der Bettungszahlen bedeutet, überhaupt keine Schwing- 
zahl mehr. 
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Über neuere Untersuchuneen über Verkehrs- und Gebäudeerschütteruneen 
berichtete Dr. Reıher., Stutteart: 


Das Problem der Bekämpfung der Entstehung und Ausbreitung von Erschütterungen 
dureh Verkehr und Industrie erfordert die Beantwortung von zwei Fragen: 


I. Art der störenden Erschütterungen nach Größe, Form und Frequenz. 
>, Gefahrengrenze für Menschen und Gebäude. 


Bei den bisher durehgeführten Untersuchungen wurden Frequenzen der Verkehrs- 
erschütterungen in der Hauptsache zwischen 10 und 30 Hertz festgestellt, darüber hinaus 
vereinzelt auch solche im Gebiete bis zu etwa 100 Hertz. Auffällig ıst, daß die Haupt- 
[requenzen fast immer in dem oben genannten tieferen Frequenzgebiet liegen. Ob dieses 
Frequenzgebiet von einem Sehwingen des in den meisten Fällen geschichteten Baugrundes 
herrührt oder von dem System Baugrund-Gebäude, ıst noch nicht eindeutig festgestellt. 
Jedenfalls sind Bodenschwingungen des öfteren bei nichtbebautem Gelände festgestellt worden. 


Bedingt durch die statischen Anforderungen liegen die Grundtöne und die ersten Ober- 
schwingungen der meisten Bauelemente (Decken und Wände) ebenfalls in diesem Frequenz- 
vebiet von 10 bis etwa 30 Hertz. Dies macht die oft starke Schwingungsübertragung und 
Erschütterung einzelner Bauelemente durch Resonanz beı oft geringen Störerschütterungen 
erklärlich. Es erklärt dies auch, daß ın Bauten einzelne Wand- und Deckenelemente stark 
in Schwingung geraten, während unmittelbar benachbarte Bauelemente völlig ruhig bleiben. 
Die Untersuchung der Schwingungseigenschaften der verschiedenen Bauelemente ist not- 
wendig, um das Auftreten von Resonanzschwingungen möglichst zu vermeiden. 
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Bei Industrieanlagen, bei denen die Drehzahl der störenden Maschinenanlagen änderbar 
ist, wird wohl meist ein Zustand geringster Störung durch Verändern der Maschinendrehzahl 
eingestellt werden können. Anders liegen die Verhältnisse bei Maschinenanlagen mit dauernd 
gleichbleibender Drehzahl und damit auch gleicher Störfrequenz (elektrische Kraftwerke). In 
diesen Fällen muß grundsätzlich die Verwendung solcher Bauelemente im Maschinenhaus und 
in Gebäuden der Nachbarschaft vermieden werden, die einen Eigenton bei der meist im voraus 
bekannten Störfrequenz besitzen. 

Über die Stärke der für ein Gebäude zulässigen Dauerschwingungen läßt 
sich keine genaue Vorschrift aufstellen. Die Empfindlichkeit von Bauwerken gegen Stöße 
und Erschütterungen richtet sich in erster Linie nach ihrem Bauzustand und nach der Art 
der Baukonstruktion. Hierbei werden Fachwerksgebäude infolge ihres festen Gerippes in 
ihrer Bausicherheit wohl weniger gefährdet als normale Massivbauten. Grundsätzlich wird 
bei jeder Bauart die Verwendung eines genügend starken Fundaments notwendig sein, da 
nur dadurch Setzungen durch Grundwasser-Verlagerungen oder Senkungen von Bauschichten 
vermieden werden können. 

Die Wirkung von Erschütterungen auf den Menschen ist dagegen etwas 
leichter zu erforschen, wenngleich auch hier je nach der Veranlagung des einzelnen Menschen 
erhebliche Unterschiede auftreten werden. Systematische Untersuchungen haben gezeigt, daß 
sich im allgemeinen eine Grenze feststellen läßt, unterhalb welcher sinusförmige Erschütte- 
rungen nicht empfunden werden, und eine weitere Grenze, oberhalb welcher Erschütterungen 
unerträglich und gesundheitsschädlieh sind. Die Grenze des Empfindniveaus des stehenden 
Menschen für horizontale Schwingungen wurde Z. B. bei Schwineungen ım Gebiet von 10 
bis 30 Hertz bei einer mittleren Beschleunigung von 5 em/s? beobachtet. Die entsprechenden 
Werte für die Schädliehkeitserenze sind im Gebiet von 10 bis 30 Hertz: rd. 100 em/s?. 


t. 


Im Maschinenbau und im Bauwesen beschäftigt die Dauerfestigkeit zur Zeit die 
Forscher in besonderem Maße. Man strebt von verschiedenen Seiten nach dem Ziele, die 
Dauerfestigkeit bei schwingender Beanspruchung den Werten der statischen Festigkeit mög- 
lichst nahezubringen. Im Wöhler-Institut in Braunschweig hat man Versuche durchgeführt, 
um dureh Drücken und Walzen der Oberfläche Verbesserungen zu erreichen. Über 
derartige Versuche mit Schrauben berichtete Dr. Isemer, Braunschweig. 

Die Schwingungen in Maschinen und sonstigen Bauten treffen vielfach auf Bauteile, 
deren Form für die Übertragung wechselnder Kräfte ungünstig ist. An den Querschnitts- 
übergängen treten Spannungsanhäufungen auf, die die Ursache zu Dauerbrüchen abgeben. Der 
jruch geht dabei von kleinsten Oberflächenbeschädigungen aus, die sich auch bei sorg- 
fältigster Bearbeitung nicht vermeiden lassen. 

Zu solchen schwingend beanspruchten Maschinenteilen mit einer für die Kraftübertragung 
ungünstigen Form gehören die Gewinde. Sıe werden als Schraubenbolzen an Grundplatten, 
Schubstangen, Zylinderdeckeln bei Kraft- und Arbeitsmaschinen durch schwingende Kräfte 
beansprucht. 

Die Schwingungsfestigkeit eines Gewindes ist kleiner als die eines Teiles, der den 
gleichen Durchmesser wie der Gewindekern hat. Ein geeignetes Verfahren, sie heraufzusetzen, 
ist das Drücken der Gewindeoberfläche. Die kleinen Oberflächenbeschädigungen, von denen 
der Bruch ausgeht, werden dabei zugedrückt und damit das Ansetzen eines Dauerbruches 
erschwert. 

Im Wöhler-Institut, Braunschweig, wurden derartige Versuche mit gedrückten Gewinden 
gemacht, die auf wechselnde Biegung beansprucht waren. Die Versuchsdurehführung') erfolgte 
auf der Biegeschwingungsmaschine des Wöhler-Institutes mit umlaufendem Probestab, auf dem 
Gewinde aufgeschnitten waren. Wegen der Veränderlichkeit des Biegungsmomentes über die 
Stablänge ıst man in der Lage, am gleichen Stab gedrücktes und ungedrücktes Gewinde mit- 
einander zu vergleichen, wobei das gedrückte Gewinde eine höhere Spannung auszuhalten hat 
als das ungedrückte. 

Das Drücken der Gewinde erfolgte auf der Drehbank mit einer besonderen Drück vor- 
richtung. Das Gewinde wurde dabei von zwei einander gegenüberstehenden Rollen gedrückt, 
die um einen halben Gewindegang gegeneinander in Achsriehtung des Probestabes versetzt 
waren. An der Drückvorrichtung befand sich eine geeichte Meßvorrichtung, mit der man den 
Rollendruck einstellen konnte. Beim Drücken drehte sich der zwischeu den Spitzen der Dreh- 


1, H. Isemer, Die Steigerung der Schwingungsfestigkeit von Gewinden dureh Oberflächendrüeken. Mitt. d. 
Wöhler-Instituts, Heft 8, NEM-Verlag, Berlin W 10, Matthäikirchstr. 10. 
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bank eingespannte Stab, während die Drückvorrichtung mit dem Support in Achsenrichtung 
entsprechend der Gewindesteigung bewegt wurde. 

Bei den Versuchen zeigte sich, daß die Gewinde sehr genau bearbeitet werden müssen, 
wenn das Drücken Erfolg haben soll. Bei nicht sorgfältig ausgerundetem Gewindegrund werden 
einzelne Stellen nieht mit gedrückt und bilden dann die Ansatzstellen für Dauerbrüche. 

Die Drückrollen müssen wiederholt (bis 15mal) über das Gewinde laufen, damit das 
Gewinde sich der Rollenform vollständig anpaßt und gleichmäßig gedrückt wird. 

Der erforderliche Rollendruck schwankt zwischen 40 und 150 kg/Rolle. Die niedrigen 
Zahlen gelten für die Niehteisenmetalle und weicheren Stähle, die höheren für Vergütungs- 
stähle. Diese Zahlen beziehen sich auf 1'/s”’-Gewinde. Bei anderen Gewinden müssen die 
Drücke entsprechend der größeren oder kleineren Druckfläche größer bzw. kleiner gewählt 
werden. 

ls braucht ferner nur der Gewindegrund gedrückt zu werden, da dieser stets die größte 
Beanspruchung auszuhalten hat und daher am meisten geschützt werden muß. Versuche mit 
eleichzeitigem Drücken der Flanken führten zu negativem Ergebnis. 
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Bild I zeigt einige Probestäbe verschiedener Werkstoffe mit 1'/s’-Gewinde, bei denen 
der Bruch im ungedrückten Gewinde eingetreten ist, trotzdem das gedrückte Gewinde be- 
deutend stärker beansprucht war. Neben den einzelnen Stäben ıst angegeben, um wieviel 
Prozent die Schwingeungsfestiekeit von gedrückten Gewinden höher liegt als von ungedrückten. 

Im Gegensatz zu Versuchen mit zylindrischen Probestäben ist festgestellt worden, daß 
Gewinde öfters gedrückt und daß bedeutend höhere Drücke angewandt werden müssen. Die 
Ergebnisse zeigten, daß bei den hochwertigen Werkstoffen eine größere Erhöhung der 
Schwinzungsfestiekeit durch das Drücken erreicht wurde als bei den weicheren. 

Die Aussprache zu diesen Ausführungen zeigte deutlich das Unbehagen der Werkstoff- 
forseher über die mit diesem Kaltverformen verbundene unübersehbare Kriıstalländerung des 
Werkstoffs. Wenn auch die vorgetragenen und anderen Versuche zahlenmäßig eine Erhöhung 
der Dauerfestiekeit ergaben, so wird doch die Unbedenklichkeit des Oberflächendrückens noch 
weiter zu erhärten sein. 


.), 


Oberinzenieur Hoffmann, Hamburg, hatte einen Beitrag über das Auftreten mehr- 
dimensionaler mechanischer Schwingungen angekündigt. Er war persönlich am 
Erscheinen verhindert, seine Ausführungen sind auszugsweise folgende: 

Aus dem fast völligen Mangel an Literatur über mehrdimensionale mechanische 
Schwinzeuneen muß geschlossen werden, daß dieses Gebiet bisher noch kaum bearbeitet worden 
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ist. Die einzige praktische Bedeutung scheinen sie in Form der Lissajou’schen Figuren 
für Demonstrationszweceke und für die genaue Eichung von Stimmgabeln gefunden zu haben. 

Über die Beobachtune mehrdimensionaler Schwingungen bei der Messung von Boden- 
und Gebäudeerschütterungen finden sich nur in wenigen Aufsätzen Andeutungen, aber spezielle 
Messungen bezüglich der wahren Schwingungsform sind nicht angestellt worden. 

Kine einfache Wahrscheinlichkeitsbetrachtung zeigt, daß die eindimensionale Schwingung 
nur als seltener Spezialfall anzusehen ist. Es zeigt sich, daß das Diagramm einer eindimen- 
sionalen Messung als die Projektion der Flächen- oder Raumsehwingung auf die in der Meß- 
richtung liegende Gerade anzusehen ist. Somit sind im Diagramm die Eigenschaften der 
beteiligten Schwingungen anteilig enthalten, je nach den Winkeln, welche die Meßrichtung 
mit den einzelnen Komponenten einschließt. 

Kin solches Diagramm ist immer vieldeutig, weil aus ihm nicht hervorgeht, in welchen 
Richtungen die Komponenten liegen. 

Da sich nun gezeigt hat, daß bei Beschädigung oder Zerstörung von Gebäuden durch 
Krderschütterungen die aus Messungen errechnete Größe der Ursache mit der aufgetretenen 
Wirkung oft nicht im Einklang zu stehen scheinen, so ist verschiedenfach der Standpunkt 
vertreten worden, daß die Beschleunizung nieht allein für die Wirkung verantwortlich sei. 

d’s i j 
Es wurde beispielsweise 1 bzw. die Dimension em?/see 
auch diese Werte sollen nieht immer befriedigende Resultate geben. 


° zur Erklärune herangeezoeren. Aber 


Betrachtet man nun diese Fragen vom Standpunkt der mehrdimensionalen Schwingungen, 
so zeigt sich, daß außerhalb der in der Meßrichtung liegenden Schwingung noch Komponenten 
liegen können, die eine starke zusätzliche Wirkung ausüben und so die Zerstörung einleiten 
oder ausüben können. Diese Komponenten gehen in die eindimensionale Messung nicht ein 
und können daher nicht erkannt werden. 


Unter verschiedenen Meßobjekten ist eins besonders interessant, bei dem fast nur die 
annähernd überlageerungsfreie und etwa um 25° gegen die Vertikale geneigte Grundsehwineune, 
nieht aber die fast horizontale Schwingung 4. Ordnung vom Fundament auf die Umgebune 
übertragen wird. Die wahre Form der Fundamentschwingung ist mit ziemlicher Sicherheit 
als eine Art Schraubenlinie mit 25° Achsenneigung anzusehen. 


Die eindimensionale Grundsehwingeung wirkt sich auf die Umgebung wie folet aus: 


In I m Entfernung von der Fundamentkante (=2,5m von Mitte) entsteht eine elliptisch« 
Schwingune in der senkreeht zur Maschinenwelle stehenden Vertikalebene mit dem Achsen- 
verhältnis 1:4. Neigung der großen Achse ca. 40° zur Vertikalen. 

In entgegengesetzter Richtung vom Fundament und 4,5 m von Mitte steht eine Ellipsen- 
schwingung mit ca. 10° zur Vertikalen geneigten großen Achse. Die Richtung der vertikalen 
Schwingungsebene steht schräg zur Maschinen welle. 

In S m Entfernung von Fundamentmitte steht die Ellipsenfläche mit vertikaler großer 
Achse wieder rechtswinklig zur Maschine. Das Achsenverhältnis ist ca. 3:4. Die Ellipse ist 
teils dureh eine HorizontalschWwingung 2., teils durch eine solehe 4. Ordnung überlagert. 


In 13 m Entfernung steht eine vertikale Ellipse schräg zur Maschinenwelle, diesmal aber 
mit der großen Achse fast horizontal. 

Diese letzten 3 Meßpunkte liegen auf einer Geraden, die rechtswinklig zur Maschinen- 
achse verläuft. 

In einem Punkt, der ın 16,25 m Entfernung fast in Richtung der -Maschinenachse liegt, 
ist die Schwingung eine lange, schmale Ellipse, die auch schräg zur Maschinenwelle steht. 


Die Amplituden ändern sieh mit der Entfernung und verschieden stark. Während der 
ortpflanzung der Bewegung tritt eine Phasenversetzung ein. Die hiernach geschätzte Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit scheint 100 — 120 m/see zu betragen für den vorliegenden Fall. 


In zahlreichen weiteren Vorträeren. im ganzen über 20, wurde über Untersuchuneen von 
Schwineungsvoreängen an Gebäuden und Fahrzeugen, an Maschinen und Prüfanlagen u. del. 
berichtet. Die Arbeiten sind zum eroßen Teil bereits veröffentlicht oder erscheinen in Kürze. 
z.B. in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure Es ist ein Beweis für die zeit- 
eemäße Form dieser Tagungen, daß sich an jeden Vortrag eine fast stets sehr lebhafte Aus- 
sprache anschloß. Die Erfahrung hat dem Verein deutscher Ingenieure gezeigt, daß der 
„Wirkungsgrad“ des Gedankenaustausches am größten ist, wenn die Zahl der Teilnehmer 
nieht mehr als etwa 50 beträgt. 195 
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KURZE AUSZÜGE 


Russische Arbeiten zur Hydro- und Aerodynamik und zur 
allgemeinen Mechanik. 


Über Aerodvnamische Untersu- 
cehunrerenindemZ.A.H.1l1 Moskau berichten 
B. N. Jurief und N. P. Lessnikowa (Be 


richte des Zentralen Aero-Hydrodynamischen In 


stitutes in Moskau (Z.A.H.1.) Heft 33. Moskau 
1928). 
Geschichtliches und Organisation. 


Die Urzelle des Aerodynamischen Laborato- 


rnums der T.H. Moskau und später des Z.A.H.|1. 
Akatlueverein der T.H. 


war der 1908 zerründete 
(‚ründer und Khrenvorsitzender 
vessene N. E. Joukowskv. 

Betätigung war: Bau von Flugzeugen (u. a. Bleriot 
\1l Kindeeker mit Gnom-Umlaufmotor),. Fluzmode! 
len und Gleittlugzeugen: die experimentelle und 
theoretische: „tache”“ Windkanal N 1 (siehe Zahlen- 
tafel D nach Joukowsky und P. F. 
lof«Austührune A. N. Tupolef). 
Windkanal I m). 
l‚uftsechrauben nach N. R. Lobanof'), Unter 
suchung der Eizendrehunz von Platten, Tragtlü 
veln und Luftsehrauben von G.W. Ssorokoou- 
mowsky und mit G. I. Lukjanof Untersu- 
chung der dynamischen Stabilität von Flugzeug- 
modellen (Schwingungen im Luftstrom, Dämpfung 
dureh weeichte Federn). Zu Anfang «des Welt- 
krieres bildete die Verwaltung der Luftstreit- 
kräfte das „Wissenschaftliche Berechnungsbüro“, 
dessen Tätiekeit den Anforderungen der Luftstreit 
kräfte angepaßt wurde. Das Arbeitsgebiet war: 
KNontroll- und Neubereehnung von Lizenz-, Beute- 
und eigenen Flugzeugen und entsprechende Wind 


war der unver 


Ssoko 


kanalmessungen auch an Einzelteilen, Unter 
suchung von Fliegerbomben und -pfeilen (Träg 
heitsmomentbestimmung nach dem  Pendelver 


fahren (Zweischlag) und durch Mehrfach- (Tritilar 
[adenaufhängzung, experimentelle und theoretische 
Untersuchung der Stabilität und Streuung) u. a. m. 
1919/16 wurden «die vor dem Kriege angefangenen 
Untersuchungen an Windkanalmodellen fortzesetzt 
und zwei offene Windkanäle 1.» und 3.0 m) 
Kiffelsceher Bauart (mit Unterdruckkammer) 
nach Entwurf M. E. Adamtschik ausgeführt. 
Da letzterer (KEisenbeton) in freier ‚Luft aufgestellt 
war, hinderte die zeiträumliche Ungleiehmäßig- 
keit venauere Untersuchungen. Erst nach der Revo 
lution erfolete die Bildung des Zentralen Aero 
Hydrodyvnamischen Institutes (Z.A.H.T.) in seiner 
jetzieen Gestalt als Fachinstituv der Wissenschaft 
liceh-Teehnisehen Abteilunz des Obersten Volks 
wirtschaftsrates. Der Aufgabenkreis des Z. A. H.T. 
ist nicht flugtechnisch, sondern: ellseitige 
Unte rsuchung der hydro und a rodynamischen 
Erscheinungen (Luftkräfte) und ihre Erschließung 
und Verwertung. Die oberste L,eitune hat das 
Kollerium inne, dessen Vorsitzender Joukow 
sky und nach seinem Tode (Frühjahr 1921) S. A. 
Tschaplvzein ist: die praktische Leitung hat 
ein vierköptiges Direktorat. Das 2. A.H.T. hat fol 
ende 7 Abteilungen: 1. Allzemein theoretische. 
l.eitune W. P. Wetschinkin. 2. Experimen 
telle Strömungslehre. Leitune B. N. Jurief. 
3. Motorsehraubenazrrerate, Leitung B. S. Sste 
hl t. Windkraftausnutzung, Leitunz N. W. 


tsehkın. 
Krassowskv, 5. Luftfahrzeugbaustoffprüfung 


rein 


I) Bahnbreehende Untersuchungen von Schneeknfer, 
nach welehen die russischen Flugzeug- und Luftschrauben 
sehlittensehneekufen entworfen werden. 





Die tlurpraktische 


kleiner rumiler 
Stanmdversuehsanordnune für 


und Konstruktion (auch Ganzmetallbau mit Tu- 
polef), Leitung I. 1. Ssydorin, 6. Flugzeug-, 


Wassertlugzeug- und Versuchsbau, Leitung A. N. 


Tupolef, und 7. Alleemeine Abteilung, Leitung 
W.A.Archangzelskv. Planmäßiz sollen dem- 


nächst folgende 3 Abteilungen gebildet werden: 
Ss. Flug und Navigation, 9. Ausrüstunz (auch mili- 
tärische) umd 10. Aerostatik. Der Gebäwleraum 
inhalt des Z.A.H.I. ist z. Zt. 52325 m? mit 
11042 m? Nutzbodentläche, welche Zahlen nach 


dem planmäßigen Ausbau 114378 m? und 18123 m? 


sein werden. Die Mitarbeiteranzahl war zum 
Il. Auzust 1926 etwa 400, die z. Zt. geltenden 


Zahlen werden nieht veröffentlicht. 


Abteilung für experimentelle Strö- 
mungslehre. 1)ie Abteilung hat zwei Labora 
torien: das ältere Joukowsky -Laboratorium 
der T.H. und das neue Tschaplygin-Labora 
torium. Die Windkanäle N 1. N 2 und N 3 sind im 
älteren. die Kanäle TI. TIII und TIV sind im neuen 
l.aboratorium angzelert (Zahlentafel 1). Die Wind 
kanäle N 3 und T I sind der „zusammengesetzten“ 
Bauart nach B. N. Jurief?) und A. M. Tsche- 
remuehin. Vom Kanal N 3 haben sämtliche 
durchzehenden achteckizen Querschnitt und alle 
Kanäle Gebläseschrauben Bauart N.E..J.°) (nach 
der „Wirbeltheorie der Luftschrauben” von Jou- 
kowskv entworfen). Der Riesenwindkanal be- 
findet sich in der Haupthalle des neuen Labora- 
toriums und daneben die kleinere Halle mit den 
Hoch- und Höchstzeschwindirkeitswindkanälen 
und der Unterdruckkammer auf dem Turmbau 
befindet sich der Windmotorenprüfstand mit 


Hackenblitzableitern und drinnen ein 29 m hoher 
Fallschacht. Der Wert des Kanals T Ill erhöht 
sich dadurch. daß man die Göttinger (als Frei- 
strahler) und Eiffelscehen Messungen (als 


Kiffelsehen Kanal) wiederholen kann (Abb. 1). 
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Die räumliche Konstanz der neuen Kanäle ist der- 
art, daß viele Messunzen ohne Gleichrichter er- 
foleen. Der Joukowskvsche Gütezrad ist 
das Verhältnis der Leistung der dureh den Arbeits- 
auersehnitt fließenden Luft (kinetische Energie in 
der Zeiteinheit) zur Gebläseleistung, d. h. 


dan: BL=y1. J- v: Wi.» WM 
und wegen 0=7:9*-!ls. 

Ei - : - 
" Höchstwindstromzeschwindiekeit in Meb 


strecke, f Mebstreckenquerscehnitt, m in der Se- 
kunde dureh f strömende Luftmasse, L Gebläse- 
leistung, spez. Gew. der Luft, 9 Erdschwere- 


2) Siehe diese Zeitschrift Bd.7 (1927), Heft 4, S. 315/316. 
”) N.E.J. 


Nikolai Egörowitseh Joukowskvy. 
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beschleunigung, o Luftdicehte). Danach ist der 
Joukowskysche Gütegrad bei Eiffel y 
1,8, in Göttinzen 1.47 und bei ein:zren neuen Wind 


kanälen <= 2,5 3,0. Die starke Erwärmung der 
l,uft (besonders im Riesenwindkanal) erfordert 


eine Frischluftzugabe von etwa 10 vll (genau 
13.25 vH), d. h. bei einer stündlichen Durchstrom- 
menge von 2,65 - 10° m? ist die erforderliche Frisch- 
luftmenge etwa 2-10° m? Die Windkanäle haben 
folgende Wagen: N l-einfache Dreikomponenten 
ware (Auftrieb, Widerstand, Moment) und zeit 
weise angeordnete „Etalonwage“*) nach G. M. 
Mussinjanz und K. A. Uschakof, N 2 
Dreikomponentenwage, N 3-Vierkomponentenwage, 
Tl- und T IlI-Vierkomponentenwagen. Die großen 
Kanäle (N3. TI und 'TIID werden später selbst 
schreibende Vierkomponentenwagen nach Mussin 
Janz und Uschakof erhalten. Außer den Ka 
nälen sind im ersten Laboratorium vorhanden: Dif 
fusorenprüfgeräte, Standversuchsanordnung für 
lsuftschrauben-Wagerechtrundlauf, Versuchsanord- 
nung für Windkanalmodelle, selbstschreibendes Ge- 
rät von Tscheremuchin (zeichnet selbsttätig 
(Luftschrauben) Flügelschnitte ’)). Zweischlag für 
Trägheitsmomentmessung nach der Pendelmethode 
der „Esperograph“ von B. W. Korosstelef 
(selbsttätiges Zeichengerät für Flügelschnitte nach 
R.v. Mises und A. Geckeler), Inversoren für 
Joukowskysche und Tschap!yginsche 
“Jügeelschnitte und eine Reihe kleinerer Geräte. 














Aerodynamische Untersuchungen. |)as 
7. A.H.T. führte seit 1922 das dimensionslose Bei 
wertsystem, wegen der Beibehaltung doppelten 
Staudruckes (29) sind russische Beiwerte zweimal 
so klein wie deutsche, d. h. 


1: L .Yf u e2)\6\ 
( 1.U/s X Pu Tan ( Us I. (U. MI!» — . . . «) . 


Die Kräfte rechnen positiv, wenn sie nach posi- 
tiven Koordinatenachsenrichtungen zeigen (Abb. 2), 
Momente, wenn sie aus positiver Richtung gesehen 
das Flugzeug Edul drehen. Das Polarensystem ist 
dem Göttinger zleich mit Sfacher Auftriebsmab 
stabverjüngung, c,.-Parabel und der Kurve c, 
[ (a) (@a Anstelluneswinkel von der ersten Mises- 
sehen Nullauftriebsachse). Die meisten Messun 
ven erfolgen bei Seitenverhältniszahl4=b’:F=5.I, 
manchmal wird die theoretische Auftriebsbeiwert 
sinusoide eingezeichnet. Sämtliche Flügelschnitte 
werden mit tabellierten Aufmaßen in vH der 
Flügeltiefe zereben. Die Gesehwindigkeits- und 
Gesehwindigrkeitsverteilungsmessung erfolgt in üb- 
licher Weise mittels Staurohre nachRecknarel, 
Prandtl, N.P.L.’) und Pitot-ZA.H.lLl 
(Abb. 3). Der Korrekturfaktor & in der üblichen 
(Gleichung 

2 ] BRIDBE : »:: 3 in cs I) 


Heft ?, S. 146/148. 


4, Siehe diese Zeitschrift Bd. (1928), 
5) I. ce. S. 148. 

6), Indizes q für Querkraft (Z-Achse). 
IR FR 


bei london. 


National Physieal Laboratory Teddington 








Ztsehr. f. angew. 
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hat für Reeknarel- und Prandtl|- Staurohre 
den klassischen Wert & 1.37, für das Pitot- 
7. A. H. 1.-Rohr £ == 1,005 (praktisch keine Eichung 
erforderlich). Die Ablesung erfolet an Einrohr- 











spiritusmanometern von Krell, Schultz und 
r 
Imy DM, 
1p7 
Abb. 2. 
Fueß an Differential- (U-Rohr-) und Mehrfach- 


Zur Bestimmung der Strö- 


Manometern. 
mungsrichtung (bzw. der aerodynamischen Kanal- 
achse) dient ein englisches N. P.L.-Doppelstaurohr 


(A )‚ree] ei 


mit zwei unter 72° zur Gerät- (Längs-) achse ge- 
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stellten Pitotröhrchen, welche mit dem U-Rohr ver- 
bunden werden. Dieses Gerät ist sehr empfindlich: 
durch Drehunz um 180° läßt sich das Gerät kon- 
trollieren. Zur Windstromrichtunzsbestimmung 
bei schnellen Richtungsschwankungen dient der 
„Meßflürel“ von Jurief (Abb. 4). Er besteht aus 
einem kleinen Kupferflügel mit aus Kreisen zu- 
sammenzesetztem „Laboratoriumsflügelschnitt“ 





N» 
ra 
1, RAsız4 Ji3 
\bbh. 4. 
Abb. 5) mit drei (eins oben. zwei unten) an- 


vebrachten Öffnuneen. die mit Manometern bzw. 
U-Rohren verbunden werden. Wenn wir dureh 


A, As, Az die Drucke (z. B. in Spiritussäule) an 
den drei Meßpunkten bezeichnen, so kann man 
Ausdrücke der Form, etwa: 


N, Rz): ch, h;) (a | 
Es h, h,): (Ms N, „(a (5) 
£ (A, — Ah): (h h, f; (a) | 

d. h. Verhältnisse von Differenzen (sofortige Ab- 


lesung am U-Rohr) bilden. Durch entsprechende 
Anordnung der Öffnungen und Funktionenauswahl 
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kann die Funktion e=f (a) fast linearisiert 
werden. Wichtig ist, daß diese Funktionen in 
bezur auf die Luftdichte und Druck im Kanal in- 
variant sind. Die Ablesunz des Anstellwinkels («) 
erfolet sofort nach der Eichkurve; durch neue Ge- 
räte, welche «a direkt zeigen, soll auch dieser Vor- 
eang mechanisiert werden. Dieses Gerät zur mo 
mentanen Ermittlung von a kann auch für den 
Flugzeugführer bei Nacht- und Nebelflügen von 
größter Bedeutung sein, wobei man (nach Modell 
messungen) den Tragflügel selbst als Meßinstru 
ment gebrauchen kann. 
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Abb..5. 


3jei der Untersuchung der Wagen hat der 
leichte Lauf der Fadenrollen größte Bedeutung. 
Zur Nachahmung der Verhältnisse bei laufendem 
(Gebläse wurde über zwei an einem Tisch befestigte 
tollen ein Faden mit Schalen aufgehängt, wobei 
ein kleiner Elektromotor mit Exzenter für Schwin- 
sungen zleicher Frequenz wie im Windkanal 
sorgte. Schwingungen erhöhen die Rollenempfind- 
lichkeit um etwa das Zweifache (Schaubila Abb. 6). 
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Abb. 6. 


G Gewicht in einer Schale, dG die zur Bewe- 
gung nötige Überlastung. (Der Arbeitsfehler ist 
also = 0,5 0,7 vH und wird bei gröberem G 
konstant (linearisiert).) Flügelmodellbaustoff ist bei 
wichtigeren Teilen Nußbaum und Mahagoni, sonst 
sute russische Hölzer. Die Korrekturformeln für 
Nichtzusammenfallen der geometrischen mit der 
aerodynamischen (Windstromrichtung) Kanalachse 
sind von Mussinjanz gegeben, meistens ge- 
nügt wegen des kleinen Winkels Messung in ge- 
spiegelter Lage. Der Wandeinfluß wird nach der 
Z2.A.H.1L-Prandtlschen Berichtigungsformel ®) 
bestimmt, welche durch Versuche mit 5 Trag- 
tlügeln mit Laboratoriumsflügelschnitt (Abb. 5) mit 
Spannweiten 5b =30, 40, 60, 80 und 100 mm und 
keonst =—5 Bestätigung fand. 


s) Siehe diese Zeitschrift Bd. 7 (1927), Heft 4, S. 31. 


Ein Vergleich der Kanäle und Messungen der 
7. A.H.]1. zeigt foleende Kennwerte ®): 
7. A.H.L-Joukowsky - Laboratorium 
E 3000 — 6000 mm mı/s 
7. A.H.1L-Tsehaplyzgin- Laboratorium 
E 15000 — 30000 mm m/s 
Champ d’Auteuil, Eiffe] 


E 3000 — 5700 mm m/s 
Saint-Cyr 

E 4100 — 6600 mm m/s 
Göttinzen, Prandt] 

E HUU0 — 10000 mm m/s. 


kann bis 24000 mm m/s gesteigert 
werden 
Massachuset Inst. of Techn.. Stanton 


E 1200 — 1700 mm m/s 
l,angley Memorial Laboratory, Munk. (Druckluft 
kanal) 


E > 150000 mm m/s. 


Allgemein soll E>3000, möglichst E> 
6000 mm m/s sein. Die Meßgenauirkeit ist etwa 
foleende: 


Z.A.H.I. C„ Fehler bis + 3,0 vH, 
C',„ Fehler bis + 5.0 vH. 
CU „ Fehler bis + 3,0 vH. 
Göttingen C„ Fehler bis + 2,3 vH, 
C,„ Fehler bis + 2.0 vH. 
C,„ Fehler bis + 2,0 vH. 
AR C.„ Fehler bis + 2.0 vH, 
C,„ Fehler bis + 5,0 vH. 
C„ Fehler bis + 23 vH. 


Am wenigsten stimmen bekanntlich (C )mar 
und (Oy)maz: _Man erhält folgende Übergangsglei- 
chungen zu den Göttinger Beiwerten (nicht ge- 
strichen): 

Saint-Uyr 
G.=cC (BR ZU8), Cu =c, (0 + 006) 
7. A.H.I. Windkanal N 2 (Receknagel-Rohr) 
C,=C, (1.05 +00) C.=C,'(094 + 0.08) 
7. A.H.1I. Windkanal N3 (Pitot-Rohr) 
C„=Ca' (1,03 + 008), Co = Cr’ (0,95 + 0,05). 
Diese Bezeichnungen zelten nach eben Erwähntem 
(Höchstwerte) nur für normalen Flugwinkelbereich 
- bei Landewinkeln (= > 14° — 15°) sind größere 
Differenzen. Die theoretische Untersuchung zwei- 
dimensionaler Flügelprobleme erfolgt wie üblich 
nach Arbeiten von Geckeler, Joukowsky. 
LWanchester, v. Mises, Müller und 
Tschaplygin, dreidimensionale (Tragwerke 


“endlicher Spannweite) nach Prandtl und seinen 


Schülern. Die zeichnerische Darstellung erfolgt 
nach Trefftz. Eine analytische Untersuchung des 
Zusammenhanges zwischen dem Grundkreishalb- 


R / r 
messer (2) und den Wölbungs- (7 und Dicken- 


Ö \ . . au ucr 4 D 
parameter (7 und der wirklichen Flügeltiefe, 


Wölbung und größte Dicke führt zu unhandlichen 
Gleichungen, so daß man empirisch aufgestellte 
Zahlen- und Fluchtlinientafeln nimmt. Die einfachen 
Joukowsky -Protile: 


DB tr 


2: =C—+(a?: 
lassen sich als Kegelschnittinversionen darstellen; 
da Tschaplygin sie 1910 als Parabelinversion 
erhielt, werden sie als „Parabelinversionstypus“ 


», Der Kennwert E wird in Rußland durch K als 
„Versuehseharakteristik* bezeichnet, 
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bezeichnet. Das mechanische Zeichnen der J-Profil 
erfolet nach Korostelef dureh die Verbindung 
Kllipsographen odeı 


Gifn1cs 


Parabelzeiehners mit 


einem Inversor (etwa Poncelet) oder einfacher 


viereliedrieen 

Zusammenhang 

ınd 3 Profilparametern ist 
Yorzigee 


analytisch untersucht und nach empirischen Re« 


mittels des in Abb. 7 zezeieten 
lachen Gelenkviereecks '"). Der 


zwisehen den 5 Gerät: 


nuneen in Zahlen- und Fluehtlinientafeln nieder 

als Präzionsinstrument aus 
reführte Protilzeichengerät „Esperograph"” (sechs 
rljedrieer (Gelenkstabmechanismus 1] 
Kulissen, 9 Parametern. zeiehnet Kurven 16. Gra 
des " zeichnet [rag und Scehraubentlügel 
sehnitte '? und «dient zur systematischen Proti) 
untersuchunge, Windkanalmessunzeen an .J-Pro 
tilen erreben «das übliehe Bild: Vergröberungen 


"eleot, Das vrobe. 


tlacher 


/ ii En - 
von und wirkt auftriebvererößernd. letzteres 
/ / 


\,pal ob das Protil bis zur Sehne ausgefüllt 


vereröbert sieh ab 
wandert nach 
Protile mit 


wäre. der Nullauftriebswinkel 
solut (@), der Druckmittelpunkt 
hinten ler Widerstand wiichst. 


eröberen Werten wurden zum Nurflüreltlug 


untersucht. Anzgestrebt ist. die vollen 
Zusammenhänge zwischen den theoretischen und 
praktischen Flügelschnittparametern und €, 
und e,, und ihren Anderungen zu finden und durch 
Näherunesformeln | | 

suchserzrebnisse mit 


zeUuYebal 


auszueleie 
Kspero“-Flügelschnitten sind 
mit den 9 Parameteranzaben versehen: die Luft 
schraubenprotile sind den englischen von 
W. Park ähnlieh. Die Untersuchung 
symmetrischen Flügel (Leitwerk) profilen konstan 
ter Dieke nach Bartini zeirt Überlegenheit 
einer abzrerundeten Protilnase. Eine Untersuchung 
von acht Flüzelsechnitten nach Bartini mit 
spitzen und abgerundeten Protilnasen (sonst paar 
weise eleieh) zeigt auftriebsverrinzernden Ein 
tluß der Protilnasenzuspitzung. Messungen an drei 
trapezförmigen zleichprotilierten Tragtlig 
verschiedenen Spannweiten bestätigten Lie 
Prandtlsche Theorie und Betzschen Um 
reehnunesformeln. Die Untersuchung der End 
seheibenwirkung | | Ürzrebnisse 


+ 
ein Imıı 


zeiete unzeünstirerere 
als in Göttinzen. da man dort Werte A:b 0,19 
1,13 (Ah Scheibenhöhe, b Spannweite) und im 
A HLA:D 0,045 hatte. Die V-Stellunz wirkt 
auftriebsverringeernd. Flügel mit negativer V-NSte 
ung 7°") der Flügelenden zeigen eine praktisch 
unmerkbar bessere Polare. Messungen am Traxg 
tlüzel mit zeteiltem Protil zeieten Übereinstimmung 
mit amerikanischen '"®) und deutschen Messungen 
(öttinzen) 

Bei Rumpf- und Flugbootrumpfwiderstands 
messuneen erfolete Fünffadenaufhängrunze (zwei 
V-Drähte am Buzx und Heck und eine am Bug gegen 
Seitenschwankungen Strebenwiderstandsmessun 
een erfoleen im Windkanal N 5. die zuerst unter 
suchte amerikanische >Strebe " vab eröbere « 
Werte. und sind diese Werte weren der fehler 
haften Methode dieser amerikanischen Messungen 
10) Ein Gerät zum Zeichnen von J-Pri 


(rumd- und Abbildungskreis st 1028 on P. Leglis«ı 
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14 
\l 
I) j . vo . 
bei Flurzeueschneekufen wird Widerstand un 
\Ioment hi Au 1} 11] () t RK ııf } 37 Tr / EL | Sse7jl 
nanechma] ch er ( ik Bel IIS \nste 
\ nkel: nder Ing w]l | las \[odel} n in ıt 
einer Paralleloerammware anzeebrachten drehbaren 
\Warebalken aufeehänet. Zur Momentenmessun® 
llent ein von S. Astabatjan und A. Enz 
A r 1 # entworfenetl (erüt \o le]] 18 4] Irı 
— 0 Anb aser chrtung 
Ah « 
x 
‚ıren senkrechten Achsı wefestiet, Messunz durch 
(tewiehte an Faden lie an der Aechstromm: 
anzreifen. Dämpfunz durch zwei Federn Der 
\Momentenbeiwert ist detiniert dur: (leiehune: 
{ V:« - 2 
/ Luftkraftmoment. o Luftdichte,. f zrößte Qu 
sehnittstläche Fluzzeschwindiekeit Die Ver 
- a ———— 
r 
suche mit kleineren Modellen. 000127 — 
.) n - > - nu ay En ’ 7 1 27 ] . . 
0,.00246 m” sınd im Windkanal N 1. und nur das 
lodell mit 0.007477 m’ im Windkanal N 2 aus 
reführt. Eine tvpische russische Ganzmetall-Fluse 
eueschneekuft 212 m. (,180 m? rt 
\bb. 9. Bei Kennwertänderuneen im eroßen In- 
tervall erfolet die Anderung v« h xleinen E 
ch annäherhd hyperbolischem Ges« also hat 
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man, wenn ec, und # Koordinaten Asvmptoteı 
achsen sind: 


E Cn (vl) >= const | 
Anstatt / nimmt man im Z.A.H.I. den 
Wert pr d. h. E, (I j9»? also: I 


n . 0.5 — > 
C»*’d’- Fr Ze const 


Die Versuche erfolesten bei E, = 0,240 m- m/s 
Die kleine Versuchspunktstreuung um die hyper 
bolische Näherungskurve zeigt die prädominie 
rende Bedeutung des Wertes /"’ (und nicht 2. 
Zum Vereleieh setzt man in die übliche Wider- 
standszleichung W=c,rqgF. wo F die Kufen 
hodentläche bedeutet. da weren eines zulässigen 
Höchsteinheitsbodendruckes von 1 t/m? dieser 
Fläche konstruktive Bedeutung zukommt. Dieser 
C„)pr Wert ist für rationelle Kufenformgebung 
maßzebend. Kurze Rechnungen zeizen. daß bei 


einem Flugzewicht G 25 t. also F=25 m“, 
"=50 m/s und Schraubenwirkungsgrad » 0.7 


der Leistungsaufwand (Kufen. Federung und 
Spanndrähte) rund 18 PS ist. Der Widerstand der 
nackten Kufe ist fast der eines gut verschalten 
Fahrgestellrades, der  Verspannungswiderstand 
läßt sieh durch Innenfederung verringern. Nach 
N, R. Lobanof läßt sich das hecklastige Luft 

kraft- (Trimm-) moment der Kufe durch Anbrin 

ung einer Hecktlosse ohne Gummiseile ausgleichen. 
so daß die Kufe bei der Landung selbsttätig rich 

tire Trimmlage hat. Maßgebend bei Kufen bzw. 
Rädern ist folgende Überlerung: Wenn man die 
Kufen mit Gewicht Gx wegnimmt. so verringert 
sich der Flugzeugwiderstand um W,. Durch An 

stellwinkelvergrößerunge kann man den Anftrieb 
vergrößern und den Widerstand bis zum ursprüng 

lichen vergrößern. wobei man bei einer Gleitzahl 
pP l:: 41:W das Flugzeug noch auf $ W, be- 
lasten kann. Dann ist das „fluztechnische Ge- 
wicht“ eleich: 


(Gy ) C+ ’DO* I- vi - K, ) . : : ; Q 


wo K der Kiffelse he nie h t dimensionslose 
Widerstandsbeiwert der Kufenverspannung und 
Gummizüre darstellt. Wenn man diese Größe auf 
Kufenbodenflächeneinheit bezieht und durch or”? 
dividiert. so erhält man den Ausdruck: 

(1X 3 Cx 2 7 . y’? + N, 1° N, F v” 1) z 
welcher maßzebend bei Auswahl der Kufen bzw. 
Rkäder ist. 

Die Untersuchunze der Modelle erfolet in üb- 
licher Weise im Windkanal N 2, statische Längs 
und @uerstabilität wird an Sondergeräten (dreh 
bare Aufhängung am Schwerpunkt um @Quer- und 
l.änesachse) im Kanal N 3 zemessen. Untersucht 
wurden foleende Modelle: 


N 8/18'8 zweimotori£zer, freitraeender Tiefideceker 
(Ganzmetall-Großverkehrstlugzeug AN. 
T.4)'? 

N 2 einmotorigzer. freitraeender Hochdecker 
Ganzmetall-Kleinverkehrstlugzeue A. 
N. 3.8) 

N5 einmotoriger, einstieliger. verspannter 
Anderthalbdecker (Ganzmetall-Kurier 
und Posttluezeue A.N.T.3)° 


N 5/11 einmotoriger, zweistieliger, verspannter 
Doppeldecker. 
N6 einmotoriger, verstrebter, verspannungs 


loser Tiefdeeker (Leichttluerzeue Z. A. 
H.1.-0.8.0.)°°). 


Is, Laufende Lanporatoriumsmummer, die zweite N. 
bezieht sieh auf größeres Modell zur Stabilitätsunter 
suchune im Kanal N 3 oder Variante. 

19) A.N.T. \leksander Nikolaewitsceh Tupo 
lef der Erbaner. 

20, War auf der Ila 1928 in Berlin ausgestellt. 


23,0), 8. 8, (sesellschaft der Landesverteidigeung., 


N 7/19 einmotoriger,einstieliger, verspannungs 
loser Anderthalbdeeker (Verkehrstlug 
Zeug). 


N 9/20 einmotoriger, zweistieliger, verspannter 
Doppeldecker. 
N 10 freitraeender Eindecker (formstabiles 


Nurflügelsegeltlugzeug Parabola -B.J. 


ryv 99 
[sch.)*?) 


N 12 zweimotoriger, zweistieliger,verspannter 
| )oppeldecker. 

N 14 einmotoriger. freitraegender Hochdeceker 
Verkehrstlugzeug). 

N 16 einmotoriger. zweistieliger, verspannter 


Doppeldecker (Verkehrstlugzeug), beide 
N 14 und 16) als Varianten. N 14 hat 


(1; &)max Ilund N 16 — (1: e)max = 8.8, 
warum erste Variante gewählt wurde. 
N 17 einmotoriger. freitraxender Tiefdecker 
älteres. verunglücktes Versuchstlug- 
zeug). 
N 23 einmotoriger.zweistieliger Doppeldecker 


enelisches Aufklärungsflugezeug ähnelt 
Muster D.H.»da). 


TU ELLE 

















775mm 
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Abh. 10. 


An diesem Modell N 23 wurden erste Unter 
suchungen dynamischer Stabilität auszeführt. Das 
Parabeltluezeurmodell N 10 hat durchrehend «lei 
chen schwach zekrümmten (5.3 vH der Flüseltiefe 
nach Profilskelettlinie). mitteldieken (10,6 vH 
Flüzrelschnitt, Abb. 10, mit Aufmaßen: 





X invH IV 5 1020 30 40 50 60 70 80 90 100 
Y„invH 125 6.18.19.9 10.6 10.4 9.9 8,5 6.7 4.7 3.00.01 


Y,in vH 12.5 0.0 0.0.0.0 0.0 0.0 0.0.0.0 0.0 0.0.0.00.01 








— 


Der Parabelsermentflüzel hat Seitenverhältnis 
zahl A=b?: F=5, also c,„;=0,14 c, und (c,)max 
0,96 (Extrapolation). Der Flügel hat Gleitzahl 
in 14 bei c,=05 und Anstellwinkel «a 

>»°, Der Flügel besitzt statische Länesstabj- 
lität”). Die schlechte Gleitzahl ist ledielich auf 
\nwendung eines durchgehend zleiehen. nicht allzu 
hochwertieen Protiles zurückzuführen °®). 

Messungen an einer ausgestopften Krähe bei 


" 95 und 12.5 m/s zeigten Ergebnisse (ec ‚max 

0,9 bei a=18", (1:e)max = 4 bei c,=0,7 und 

a 13” nd (Cum: 0,12 bei «=> 2": Versuche 

an einem ausgestopften Geier im & = 2,2 m Wind 
kanal der N.P.L. zeigten (1:e) max 1.61 bei «a 

6° und » 12 m/s”). Weren der Formänderung 

Durchbierung der Flügel sind die Beiwerte 


‚ B. ). Tseheranowskv, der Erbaner. 
leider wurde die Interessante dynamische Stabi 
eines solehen Flugezenges nieht untersucht. 
24, Dagegen erhielt A. Lippisch des Forschungs 
instituts der Rhön-Rossitten-Gesellschaft mit schwanzleosem 
Modell N 4 und nieht durehlaufend eleichen .+J-Protilen 
Werte (1::) |—1NS,> (mit Rumpf ec, t,) siehe 
7. F. M. 10 J. Heft ?,. S.33. Auch hat sein nener schwanz 
lose Halb-Nurflügel „Herrman Kohl" verschiedene druck 
punktfeste Prefile und hohe Gleitzahl (1: *)ınax 20, 
25), Journalofthe Roval Aeronautieal Soeiets vol 22 


N. 147 vom Marz 1923 
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Funktionen der Windzeschwindirkeit. Diese Unter- 
suchungen beweisen „Erfindern“ noch einmal die 
Inmörliehkeit einer blinden Nachahmung der 
Natur: das Flugzeug ist kein Analogon des Vogels, 
und dieses um so weniger, je schneller es fliegt ”®). 

Untersuchungen an Drachenballonmodellen mit 


4 


kleinen 2 zeieten den Vorteil gerippter 
j Dax . i 

Flossen. Abb. 11, gemessen wird {cC,. Cr» Cm} (a). 
(semessen wurde auch das Modell | 1,95) 


DD 
Versuchs-Pralluftschiffes 


ImAaX 


des kleinen „Krassni 





bb, 11. 


nach N. W. F 


(himik Resinschtik" omin. Bei 


einer Darstellungesart werden die resultierenden 
Vektoren 

c, a u Le (10) 
mit Druckmittelpunkten als Ursprung der Rich 
tunz und Größe nach von der Längsachse wus 


vehend auf dem Tragrkörperlängsschnitt gezeich 
net: die Endpunktverschiebungs- und Hüllkurve 
(soren. „metazentrische Kurve“ nach Brillouin) 
dienen zur Stabilitätsrechnung. 

Die Druck- bzw. Geschwindigkeitsverteilungs 


messungeen erfoleen in üblicher Weise mittels 
Mehrfach- (Orzel-) manometers. Dazu mub das 


Modell Öffnungen besitzen. Die Methode der Hohl- 
modelle mit vielen Öffnungen und Untersuchung 
an einer Öffnung bei Schließung (Verkleben, Ver- 
löten) der anderen ist sehr teuer und langwierig. 
leichter ist Verbindung mehrerer Öffnungen mit 
dem Mehrfachmanometer (.„Dränazemethode‘“ mit 
7. A. H. 1.-11-Rohr-Manometer). Beide erfordern ge- 
nauste, teuere und langwierige Vorbereitung des 
Modells. Darum ist von Jurief.Lessnikowa 
und Leimer eine neue Methode ausgearbeitet. 
bei welcher (je nach Modell und Meßstelle) ver- 
sechietlenartie zeformte kleinste Stauröhrehen über 
die Modelloberfläche z_eführt werden, Abb. 12%). 






























> 
I» 


Abb. 12. 


26) Dieses sehr wichtige, grundlegende und interessante 
Problem ist zu weitläufig, um hier gleich weiter erörtert 


zu werden. Verfasser möchte in nächster Zeit dieses 
Problem in Ktrze erörtern. 
27) Die Methode ist nieht ganz neu, sondern nach 


1909/1911 von Captain (Belgien) bei Untersuchung aus 
gestopfter Vögel angewandt (flache tellerartige Staudruck- 
meßgeräte). 
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Bedingung ist geringste Entfernung der Öffnung 
von der zu untersuchenden Modellobertlächenstelle. 
Diese Modellmeßröhrehen („Schtupiki“) werden an 
besonderen, beweglichen Koordinatenstativen be- 
festigt, welehe im Außenraume die genaue Lage 
der Röhrchen zum Modell zeizen ?°). Beim Versuch 
führt man das Röhrchen dicht entlang des Modells, 
wobei Entfernungen von 0,5 3.0 mm gleiche Er 
vebnisse und keine Verzerrung zeben. Vergleichs 
messungen nach beiden Methoden zeigten fast 
vollständige Übereinstimmung: kleine Differenzen 
lassen sich bei typischen Meßobjekten (Tragflüzeln, 
kümpfen, Stromlinienkörpern) durch Korrekturen 


beseitigen. Die Darstellung erfolet in üblicher 
Weise mit dem Staudruck g als Einheit. 


Das Ebene Pendel mit zwei Freiheits- 
graden und seine Anwendung zur Be- 
stimmung der Schwerpunktshöhenlage 
und Trägheitsmomentes eines Körpers 
wird von W. P. Wetschinkin und N. 6. 
Tsehenzof in einem Aufsatze behandelt (Be- 
richte des Zentralen Aero-Hydrodvnamischen In 
stitutes in Moskau (Z.A.H.I.) Heft 3, Moskau 
1923). Die Hochlage des Schwerpunktes und der 
Trägheitsmoment eines starren Körpers lassen sich 
nach der Methode der kleinen Schwingungen 
(ebene Schwingungen des Körpers an einem un- 
lehnbaren. gewichtslosen Faden) bestimmen. Die 
Schwingungen sind eben. wenn die Schwinzungs- 


ebene OXY (1) eine Hauptfläche des zentralen 





Oggmmchge 








X RAS124 


Abb. 1. 





Träzheitsellipsoides ist. Wenn dieses nicht der 
Fall. so lassen sich ebene Schwinezungen durch Er- 
setzen des Fadens durch einen starren Stab mit 
zur Schwinzungsebene normalen Gelenken erzielen: 


Wenn wir die Bezeichnungen: 


m Masse des Körpers. 

o-- Trägheitsradius, 

!-= Länge des Aufhängefadens, 

a = Entfernung zwischen dem Schwerpunkte 
(@) und Aufhängepunkte (4A) des Körpers 
am Faden, 

4 = Erdsehwerebeschleunigung. 


2°), Kine Meßröhrehen- und Koordinatenstativanord 
nung ist vom Verfasser noch am 2. August 1913 in Lenin 
erad zum Musterschutz (N. 59141) angemeldet worden, doch 
damals wegen „Unzwecekmäßigkeit‘* abgelehnt. 
1) N-Achse senkrecht, Y-Achse wagerecht. 
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== Winkel zwischen dem Faden und der 
X-Achse, 

q Winkel zwischen der Geraden zwischen 
dem Aufhängepunkte (A) des Körpers am 
Faden und Schwerpunkte (G) und der 
X-Achse und k=o*’:a 


einführen, so erhält man die Summe der Projek 
tionen der Kräfte auf eine zum Faden normale 
Gerade nach d’Alembert: 


mi’ may" cos (g (J\ 
magy’?sin(g 4) + mgsin 9 () | 


und für die Momentensumme um den Punkt 4: 


mio" a «os (g 9) + mi? asin (g A a 

- may” (a+-k)+-mgasing =0VJ 
Wegen der Kleinheit von 9, 9, (9 %) und ihrer 
Ableitungen © und y’ kann man: sin 99, 
sin 9 y und cos (g 9) I schreiben und die 
Glieder: mag” sin (q 9) und ml ©? sin (9 ee 
vernachlässigen. So erhält man: 

10" a” +099=0. ..... BB) 

Lo" t (a —+ k) 4 749g u R . A (4). 


Dies sind simultane lineare Differentialglei 
chungen zweiter Ordnung; ihre Lösung führt zur 
Integration einer Gleichung vierter Ordnung mit 
einer unbekannten Funktion. 

Nach Joukowsky ermittelt man zuerst die 
der Bedingung: 


(-) (-) 


0 pr 

q 4 0 
eenürende partikuläre Integrale, welche offenbar 
eine Bewegung bestimmen, bei welcher ! und die 
Gerade AG gleichzeitig die Senkrechte passieren. 
Mittels 61. (5) eliminiert man © aus Gl. (5) 

und (4): 

(ul+ag"”+ugg ee 


(ul—-a- k)gy” 09 u; . . . (7) 


Zum zleichzeitiren Bestehen beider Gleichun- 
ven ist hinreichend und notwendig, dab: 


u(ul+-a—+k) — (ul+a)=V0 
oder 
wi—ull—(a+kj]-a=0. . . (8). 


Die Lösung dieser Gleichung ergibt: 


l!—(a+k + Vl—a— k”-Aal 
21 


(9), 


wobei: u, >UO > us. 


Durch Einsetzen von «l aus Gl. (9) in Gl. (MD) 
erhält man die Schwingungsgzleichung: 
IHa+kty(ltatk)’FAkl\ „ | 

q gg 0 (10). 
«) “ 
Dieses ist die Gleichung eines mathematischen 
Pendels mit der Länge: 


/ ra | k 7 (!- d- k)? I kl 


-) 


I, bzw. 1, = (11) 
({, mit +-, /, mit —-Vorzeichen) mit: 
‘/ 


1 A Zr 
und + DB 


9 =L, cos | 








g | 
PR C, cos | +a,| 
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und den Schwinzeunesdauern: 


er / # 
F; _n “und T,=®n i 1: 
7 } 7 


ww 


Die entsprechenden partikulären Integrale © sind: 


J, CU, tt, €0O8 | r !-+a, 
(14 
. („tt COS | J As 
q a Ka I, 3 








Die alleemeinen Interrale der Gl. (3) und (4 
sınd: 


C,cos| | r ! | 


| ' (/ 
(-) J, 4 I, ( ‚A,CoOsS —Tt-+4 Ay 





CU, U, COS | | z t- Q,) 


Also setzt sich die allgemeinste Schwingung un 
seres Systems aus den Schwingungen Gl. (12) und 
(14) zusammen. Für ins Auge gefaßte praktische 
Zwecke der Ermittelunz von a, k und des Träg 
heitsmomentes / = mg? == mak ist es bequemer, 
Ca=0 oder c,=0 zu setzen, d. h. reine Schwin- 
sungen zu erhalten. Dieses bedinet eine bestimmte 
Anfangsablenkungz des Fadens und der Geraden 
4G von der Senkrechten, so daß: 

(= 

%, 1 (2 bzw. 1 2 ’ 


Yo / / 


was von der Kunst des Experimentators abhängt. 
Aus Gl. (11) folet: 


u rb=!irark und LL=kl, . (16), 
weiter: 

al=(, +1)! — kl=(, -DI—|,) 
und endgültige: 


a=ll, —-DI-L):iJ 


Kun \ 


(17), 


Wenn man die Schwinzungesdauer eines mathe- 
matischen Pendels mit der Länge / durch T be 
zeichnet, so hat man nach Gl. (13): 


a PR A A ARE R 
wobei: 
, = T,:T und 7,=T,:T und endeültie: 
Aa l, DU —1,) 
/ 1? | ER, 7 SRER 
was uns die Lösung der ersten Frage gibt. 


Danach findet man nach kurzen Zwischenrech 
nungen den Ausdruck für das Trärheitsmoment: 


EEE 70 5 75 7: GE; ;? 


Diese Methode wird mit Erfole in dem Z. A.H.1. 
zur Bestimmung der Schwerpunktshöhenlage und 
des Trägzheitsmomentes von Kraftwaren, Motor- 
booten, Gleitbooten, Luftschraubenschlitten, Loko- 
motiven, Motoren u. a. angewandt. 


EETEIENTTTEITEE I N 


ERTEILT CE LESE ZELTE EHE DE TER 





BEE TIERETT 


u TrBeREr ru men 
ED en ae Eh 


a and 
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ET I HE he 








346 


Luftwiderstand eines Pferdes 
von G. G. Kulmann durch Windkanal 
bestimmt. nach denen man einfache 
empirische Gleichungen für Luftwiderstand 
und Leistung erhält. Berichte des Zentralen 
\ero-Hydrodvnamischen Institutes in Moskau 
/. A. H. 1.). Heft 56. Moskau 1930.) Die Messungen 
am: 1. Pferd mit (Sulki und Reiter) als Blende: 
>, Pferd ohne Pferd mit Reiter und 
I. Pferd mit Sulki und Reiter bei verschiedenen 
\nblasereschwindiekeiten von 1.0 
reben Meßbpunkte, welche aufgetragen auf doppelt 
|or-Papier die in allen Positionen ver 
(eschwindigkeitsexponenten in den 


Der 
wurde 
INesSSlInYTen 


(reschirr: >. 


ZiIU ms 


vıer 


7; 
sehledene 


L,uftwiderstands und  lLeistunese'eiehuneen er 
"eben. Der Luftwiderstand folet nieht dem qua 
Iratischen Gesetz: die Leistune ist also nieht 


verhältie, es ist 
1.730 — 2.133. im 
folet: 


lem  Gescehwindiekeitswürfe] 
II plv"), L gr, (et) mitn 
| sind die 


inzelnen Kreebnisse wie 


Kurze Auszüze 














N Kritische 

Position Rex nolds (teschwindie 
l klein. erol sche Zahl (R) keit (r) in mis 

| 1.730 1.0900 6.3-10° = 15 

> 1.118 1.922 4:10°-- 4.5-10” = 10 

’ 1.786 1.942 14-10°-- 4.5-10° — 10 

| 1.S00 2.135 5.5 10° = 13 
Die Sulkı als Blende vermindert den Luft 
widerstand des Pferdes. Die kritischen Kenn 
werte sind für alle vier Fälle verschieden: Jahres 


windstatistiken zeigen. dab das Pferd meistens 
imunterkritischen Gebiet läuft. Der Haupt 
spant des Pferdes läßt sich in erster Näherung aus 
Abmessungen bestimmen. so daß die Mes 
suneen zur Widerstands- und Leistunesschätzung 
beliebir eroßer Pferde bei beliebie starken Win 


seinen 


den «dienen können. Die Messuneen veben An 
haltspunkte zur strömungstechnischen Verfeine 
rune von Sulki und Pferd (Versehalune). Wind 


Rennereceh 
werden. 


Bewertunze von 
Betracht FPEZOTEeN 
\uftrare des 
auseeführt. 


sollen he] 
nissen (Rekorde) in 
Die Messunzen wurden ım 
Hippodroms Moskau 


eintlüsse 


Reichs 


Kursstabi- 
führte P. M. 
Zentralen 


Eine Untersuchung der 
lität isolierter Tragflügel 
Sehirmanoff aus. (Berichte 
\ero-Hydrodynamischen Instituts in Moskau. 
7. A.H.1.). Heft 36. Moskau 1928, Die Ver- 
wurden im Windkanal N3 des Joukows 
kv-Laboratoriums des Z.A.H.1. ausgeführt: der 
\Windkanal hat Arbeitsquersehnitt 1.5 m (1.76 m?). 
Die 


(des 


suche 


i 


Messungen erfoleten bei ı 20 ms. Unter 
sucht wurden folgende vier Modelle: 1. Rechteck 
/Axylinder-)Flügel mit durchgehend gleichem Pro 
til: 2. Trapeztlügel mit positiver V-Stellung: 


V-Stellune und 
V-Stellune für 


eativeı 
Itiver 


“ 


3. Trapeztlügel mit ne 
I. Trapeztlügel mit 


pos 





Ztschr. f.angew. 


Math. und Mech. 





siehe 


den 


eine Sondermeßreihe 
sen wurde der dureh 


Zahlentafel). 
üblichen Ansatz: 


(emes 


DR M„:o-0"-F-b a  :; 
definierte Kursmomentenbeiwert, wobei bei V 
Stellung für F die Wagerechtprojektion angenom 

nen wurde. Untersucht wurde Vorzeichen (stab) 

lisierende oder destabilisierende) und Größe des 
Momentes, Eintlub Vorzeichens der V-Stel 
ung und des Abstandes zwischen Drehpunkt 
"lürelhochachse Y und Flüzelvorderkante in 
Symmetrieebene: Messungen erfoleten bei drei 
\nstellwinkeln, welche Nullauftrieb C, 0. Best 
eleitzahl (CU ,:C,r)max und Höchstauftrieb (C,„)max 
entsprechen. 


des 


\Messuneen erfoleten an einem Sondereerät. 
bei welehem das Modell an einer drehbaren senk 
reehten Achse befestiet ist, mit Ahblesunz am ware 


rechten Gradkreis unter Windkanalboden und 
Kraftmessune durch Gewichte. Die Versuchs 
erzebnisse waren foleende: Modell 1 und 2 zeieten 
üiberraschenderweise positive rück 


Irehende 


mente 


. d.h. stabil nde Mo 

‚ welehe mit dem Anstellwinkel stieren. 
positive V-Stellung die Kurs- 
stabıilität verrinzert: Modell 3 zeiste um 
rekehrtes Verhalten bei eroßen Anstellwinkeln 
instabil und im Bereich = + 6.0°. d h.= 13° von 
Nullauftriebsachse fast neutral (sehr zerinzeer 
positiver stabilisierender Moment). also im nor- 
malen Fluzewinkelbereich praktisch 
nieht stabil?: Modell 4 zeirte bei Lare des 
Drehpunktes (Flügelhochachse) in 0.0: 15.0 und 
33.(5) vH von Flüzelvorderkante Vergrößerung des 
stabilisierenden Momentes mit Annäherung 
ler Achse an Flüzelvorderkante. d. h. (Om), 
hei Drehachse in Flüzrelvorderkante. Die Messun 
ven wurden im Rahmen einer Massenuntersuchung 
von Flugszeurmodellen auf Kursstabilität 
reführt. 


ISIOF®S 


wobe] 


aus 


Berlin. A.B. Scherschevsky 


1, Indizes Y für Tragwerk- bzw. Flugzeughochachse. 

2, Vergleiche Flügelstellung der Raubvögel bei starkem 
höleem Wind mit schneller Windgeschwindigekeits- und 
Riehtungsänderung: da der Vogel den Impuls der be 
schleunieten Luftmassen zum Schweben ausniützen muß, so 
muß er luvgierig was er erfahrungsgemäß durch 
negative V-Stellung des Tragflügels erreicht. Im hohen 
Norden Rußlands 1913/1915 bei starken hölgr ıı Winden llls 
eefihrte Versuche des Verfassers niit eroben schweren 
(hohe Flächenbelastung) schwanzlosen Flugemodellen (d.h. 
Traerfliieeln) zeigten bedeutende Verringerung 
der Kursstabilität bei starker positiver \V-Stellunge. bei 
\V-Stellune > 12 — 15" wurden Modelle derart luveierie, 
daß sie in jede Böe eindrehten und nieht zum Gradeausflug 
ZU kriegen wären; diese empirische Kreebnisse erhalten 
dureh die Z.A.H.]1.-Versuchsreihe ihre zwanelose Er 
klärune. Ähnliches Verhalten beobachteten auch F.Wenk 
und A.Lippisceh. Daregen verringert ein acher M-Flüge| 
diesen Effekt in Abhängigkeit der Länge (nach Spann 
weite) und Zirkulati« "4 


sein, 


ısolierten 


nserobßbe der | ltieelteile ım1t positiver 


und neereativer \ Stellunze (Seeelfluezeugee von F. Wenk 
„Weltenseeler - Feldberg*, „Baden - Baden BMtolz". ÄA, 


uippisch .„.Faflnir* u. 2.). 





Modell 


l’rotil Flüzreltläche 


Nr. 7. A.H.| 


Spannweite 


»ımm F im? /. 


Flürel- 


schlankheit 





Anstellwinkel bei 


F lune 


I 5 - 





15 
14 


2 TON 





0.1125 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


i Die v. Käarmänsche Ähnlichkeitsüber- 

legung für turbulente Vorgänge in phy- 
7 sikalischer Auffassung. IHeır v. Kärmän' 
hat durch eine Ähnlichkeitsüberlerung einen wich 


r tigen Beitrag zur Erkenntnis der Gesetze turbulen 
“ ter Strömungen zeliefert. Als wesentlich neues Er 
vebnis dieser Überlerunz fand er eine Aussage 
7 über die Größe des zuerst von Prandtl als Begriff 
a einzeführten Mischungsweges / der turbulenten Be 
i werung, der eine analore Bedeutung wie die freie 
t Werlänge in der kinetischen Gastheorie hat. Herr 

v. Kärmän fand für diesen Mischungsweg die Be 


z\ehune 


t. 


U’ 


Fr Ei , 








wobei U die mittlere Gesehwindiekeit der >Strö 
d mung (Abb. 1, links). U” die erste und U” die 
S zweite Ableitung derselben quer zur Strömung be 
n deuten. Trotz mancher zrundsätzlicher Bedenken 
reren die Grundlagen der ganzen Überlezung ist 
dieses Ereebnis doch so wiehtir und bemerkens 
1. wert. daß es mir nützlich scheint. es auch dureh 
Erweiterunz der anschaulichen Behandlung der 
Vorzänze mittels des Mischungswerzes abzuleiten. 
n 
nl 
r / u 
pr  W 
h er 
= L; 
s -_ 
d E ! 
.g U 
7) 
| 
Abb. Verschiebung von Flissigkeitsteilen und die 
daraus sich ergebenden Störungesgeschwindigkeiten. 
Die Vorstellung. welche dem Begriff des Mi 
schungswegzes zugrunde liezt. ist foleende ?): Durch 
lie turbulente Querbewezunz werden Flüssirkeits- 
teile verschoben. Es kommen dabei in eine Schicht 
von der einen Seite schnellere. von der anderen 
N Seite lanesamere Teile. so daß in der Schicht diese 
d Teile verschiedene Geschwindirkeit haben, also 
“ von der mittleren Geschwindiekeit U, um die Stö 
h runeszeeschwindiekeiten „= abweichen (Abh. 1 
N Wenn die Teile aus Gebieten stammen. welehe um 
E die Strecke /, von der betrachteten Schicht ent 
1. fernt sind. so sind ihre Geschwindiekeiten U U, 
ei + 1,U,. also die Störungszeschwindigkeiten 
z [7 u. r IPg 
11 
Nun kann man diese Überlereunz aber noch 
e weiter ausdehnen. Die Teile brinzen nieht nur ihre 
| (seschwindiekeit U, #7,U, mit. sondern auch ihre 
i mittlere Drehung ?) 
£ rot U U’, 
ı) Th. v. Kärmän, Mechanische Ähnlichkeit und 
Turbulenz. Göttinger Nachr. math. phys. Kl. 1030, S. 8, 
- Vel. auch F. Noether, Zur statistischen Deutung der 


Karmänsehen Ähnlichkeitshypothese in der Turbulenz 
theorie. Diese Zeitschrift 1951, 8. 224. 

-) Vel. etwa W.Tollmien. Turbnlente Strömungen, 
Handbuch der Experimental-Physik IV, !, 

*3), Hierbei ist ebenso wie bei der Überlereunge vor 
v. Kirmändie Strömungals rein zweidimensionalangesehen. 
In Wirklichkeit ist die turbulente Bewegung wesentliel 
dreidimensional. O)b und wie weit sich dies auf das 
Ergebnis der Überlegung auswirkt, muß zunächst dahin 
eestellt bleiben. Nach rohen Überlegungen scheint sieh 
bei Berieksichtigeung der Bewegungen in der 3. Dimensio1 
die gleiche Proportionalität für ! zu ergeben und nur der 
Proportionalitätsfaktor beeinflußt zu werden. 





Ist £, die mittlere Drehung in der betrachteten 
Schicht. so ist sie im Abstand /, von der Schicht 


- -0 - 1 v 


Die Teile haben also eine von der mittleren Dre 
hun® in der betreffenden Schieht abweichende Dre 
hung 

ER 


= -0 1 0 


und linksdrehende Wirbel dar. 
welehe in die ungestörte Strömung eingebettet 
sind. Wir können nun die turbulenten Störungs 
eeschwindiekeiten als Feld dieser Wirbel auf 
fassen. Wenn /, der Abstand der reehts- und links 
drehenden Teile ist, so ist auch der Durchmesser 
dieser Teile »/,. Damit ergibt sich z. P. für die 
(reschwindiekeit = zwischen den entzegenzesetzt 
drehenden Teilen ?) (Abb. 1) 


Sie stellen rechts 


I, Fauu,r, 
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versehiedenen Stellen be 


Wenn nun eine mechanische 
hulenten Voreänee an 
steht. so muß 

| 


: und vn U | 


sein. Damit wird aber, wenn wir statt /, und 2, 
eine gemeinsame proportionale Länge / einführen 
+! und a »+J), 


U’ 


ver u ler Ir 
( I m" 


in UÜbereinstimmune mit dem v. Kärmänschen Er 
ebnis. 

Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut für 
munesforsehune., ) 
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Komplexe Vektoren bei ebenen 
Spannungszuständen. 1: soll zezeiet werden. 
daß sich der Hauptgedankengang des Artikels 
„Konforme Abbildung ebener Spannungszustände“ 
von L. Föppl in Heft 2 ds. Jahrgs. ds. Zeitschr. 
vanz kurz zusammenfassen läbt. wenn 
man den von mir in Heft 1 ds. Jahres. ds. Zeitschr. 
anzerebenen schematischen Über&ang von Vektor 
leiehungen auf komplexe Gleichungen benutzt. 
Die Airvsche Spannungsfunktion in der 

Kbene Se] 


hesoncders 


F (z.z = (fin,2 (2,2 reell. 
Ihre Differentialeleiehunge lautet: 
\92 \2 
Iar(2. 2) =4 Ro iR —_ # Bi F N 
\dz - 92 oz - 2 ) 
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(rl. (1) hat die 


alleemeine Lösung: 


1) | — 
2 ) 2: h(2)- 2 2.» z 
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ae . eg 3). 


diesen Wirbeln 
Feld von Wirbeln 


1, Die Geschwindigkeit vw hangt mil 
nieht unmittelbar zusammen: sie ist das 


in den benachbarten Schichten. 
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Gl. (8 würde bei einer konformen Abbil 
dung der 2,2-Ebene auf eine z’, z2’-Ebene zemäß 
r(z’) die Differentialrleichune (1 in den 
neuen Koordinaten nur dann erfüllen, wenn man 
den Faktor 2 statt dureh 2 (2’) dureh z’ selbst er- 
setzt. Dann erhält aber F an entsprechenden Punk 
ten der neuen Ebene andere Werte als vorher. so 
daß die Grenzbedingunzen für F nicht erhalten 
bleiben. L. Föppl schlägt nun vor, den Ausweg 
zu versuchen, daß man die Funktionen 9 (z) und 
h (z) in ihre „Kerne“ g; (z) bzw. A; (z) zerlegt und 
durch noch zu bestimmende Konstanten (Ü; bzw. Ü 
die Grenzbedinrungen zu befriedigen sucht mit der 
Funktion F(z2’,z’), die die Differentialrleichung in 


' 


der 2’. 2’-Ebene sicher erfüllt: 
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' nur \' ' / „’ - >»% R. . „#’ 
? A 2. 20; q > EWH ch; q (2 (4). 
! 3 
Dies Verfahren ist sicher nicht durchweg an 


wendbar, weil z. B. der triviale Schnitt parallel zur 
Spannungsrichtung im einseitiz gezogenen Streifen 
nicht alle Kerne aufweist. die ein schräger Schnitt 
oder ein kreisrundes Loch benötigt. Wie das 
FöppIsche Beispiel zeigt. muß es aber Fälle geben, 
in denen man auf die anzerebene Weise zu neuen 
l,ösuneen kommt. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind dureh die VDI-Buehhandlung Berlin NW 7, 


HORACE LAMB, Em. Professor der Mathematik 
an «der Universität Manchester. Lehrbuch der 
Hydrodynamik. Autorisierte deutsche Ausgabe. 
Zweite Auflage (nach der 5. englischen Auflage). 
Besorget von Dr. Elise Helly. Wien. Mit Geleitwort 
umd Zusätzen von R. von Mises. Professor an (der 
Universität Berlin. Mit 111 Fizuren im Text. 
Verlage Teubner. Leipzie und Berlin 1931. XV] 


ao 
872 IS M. 


2 Ss. Preis eeh, 

Das klassische Lehrbuch der Hydrodvnamik von 
l,amb liert mun aueh in der deutschen Übersetzung 
in zweiter Auflaee vor. nachdem es im enelischen 
Orieinal bereits «lie fünfte Auflare erreicht hat. 
Der Charakter des Buches ist unverändert ge 
blieben: man bezeichnet es wohl am besten als 
eine „theoretische Hvdrodynamik" wenn man es 
zwischen die „mathematische Hydrodynamik“ 
Lichtenstein) und die „physikalische Hydro 
dynamik“ (Prandtl) einreihen will. Der behan 
delte Stoff beschränkt sich wie in (er ersten Auf 
laee auf die Behandlune der klassischen Differen 
tialeleiehungen und ihrer Integrationsprobleme. 
mit besonderer Betonune «der inteerierten Pro 
(rumdlaeen. Potentialströmune. Wirbel 
bewegrungen. Feste Körper in einer Flüssigkeit. 
Wellen. Beweeune zäher Flüssiekeiten. Gleich 
eewicht rotierender Flüssiekeitsmassen, Eine 
Fırweiterune in Riehtune einerseits der Oseenschen. 
andererseits der Prandt!Ischen Untersuchuneen wäre 
für den deutsehen Leser zweifellos sehr will 
kommen eewesen. doch wird man Herrn von Mises 
beistimmen müssen. wenn er eine solehe. vom Ver 
lae aneereete Erweiterune im Hinbliek auf den 
Charakter und auch den Umfane des 
Buches unterlassen hat. Die von ihm statt dessen 


bleme. 


hesonderen 


beireeebenen Zusätze darf man als eine Über 
leitune zu (den in Deutschland besonders inter 


essierenden  Vroblemen 
meehanik sehr beerüßen. 

Die von Dr. Elise Hellv in Wien besorgte Über 
setzune ist auseezeichnet sie liest 
(Yrieinal. Wenn man einen Wunsch äußern darf. 
so wäre es vielleieht. daß die Hinweise auf die 
l,ehrhuchliteratur in der Überseizune dureh Hin 
weise auf die entsprechenden deutschen Lehr 
bücher ereänzt würden. 

Daß das Buch des Altmeisters der 
mechanik. las der Teubhnersche 
üblichen. vortrefflicehen Weise 
eroßen Frfolees zewiß sein 


kaum der Erwähnung. 


Hvidro- 


der praktischen 


sich wie ein 


Hvıdro 
Verlae in der 
hat. 
kann. bedarf 
Trefftz. 221 


auseestattet 


PINES 


Dr. KARI WOLF, o. Professor an d. 
schen Hochschule in Wien. 


Teehni 
Lehrbuch der 








Ingenieurhaus zu beziehen.) 


Technischen Mechanik starrer Sy 
steme. Verlag Julius Springer, Wien 1931. IX 
359 S. mit 250 Abb. im Text. Preis zeb. 19 M. 


Dieses neue Lehrbuch der technischen Me 
chanik fällt zunächst. äußerlich betrachtet. nicht 
sonderlich auf. Nach Umfane. Inhalt und Eintei- 


lunz ähnelt es anderen Büchern für denselben 
Zweck. Es scheint sich allmählich ein bestimmter 
Typus der für die Ingenieure an Technischen 
Hochschulen nötizen Mechanikvorlesunsen heraus 
zubilden und demnach auch eine bestimmte Art 
von Lehrbiüchern. Einleitung, ein Drittel des Um- 
fanzes der Statik zewidmet, zwei Drittel der Ki- 
netik. dieser Teil zerliedert in Kinetik des Massen- 
punktes. Kinematik der starren Körper und Dv- 
namik des starren Körpers und starrer Systeme. 
Die bekannten technischen Anwendungen in den 
Vordergrund gestellt. Die Schlußkapitel, gewisser- 
maßen als Krönung des Ganzen: Dvnamik der 
Ketten und Seile, das Prinzip der virtuellen Ver- 
schiebung. die Lageranzgeschen Gleichunzen. Me 
chanische Ähnlichkeit. Theorie der Modelle. Auch 
im einzelnen findet man meist Wohlbekanntes. 
Und da das vorlierende Buch nicht das älteste ist. 
findet man AÄnlehnungen. die aber nach Ansicht 
des Referenten nicht zu beanstanden sind. da 
vieles eben Alleemeinzut zeworden ist, auch kaum 
zitierbar. weil Formulierunzen in wissenschaft 
lichen Werken. wenn auch wiedererkennbar. doch 


nicht die Prärnanz eines Goetheschen Verses 
haben. Doch wäre die Nennunze des Buches von 


Pöschl. an das die Anlehnunz besonders deutlich 
ist, aneebracht 

Auch 
nannt, 


vewesen. 


könnte. wenn auch oft ge 
als Eigentum beanspruchen. 


Referent 


noch Einizes 


Aber im Grunde freut man sich. wenn man Ideen. 
für die man eingetreten ist. Allzemeineut 
werden sieht. So wird man verstehen. daß 
Referent das Buch von Wolf schätzt. Man darf 
es eines der besten technischen Mechaniken 


nennen. die es in Deutschland zibt. es ist recht 
sorefältie, klar und tlüssir eeschrieben. Natürlich 


brinet die Voranstellung der Statik es mit sich. 
daß der Kraftberriff nicht so sauber herausrzear- 
beitet wird. wie es wünschenswert wäre. Auch 
könnte noch an einigen Stellen schärfere Formu- 
lierunz stattfinden. Aber das Buch ist gut. es 


brinet auch einizres Neue und wird hiermit allen 
Studierenden. die sich für technische Mechanik 


Ausstattung 
Verlag Springer. das 


interessieren. warm empfohlen. Die 
verdient, wie immer beim 
Prädikat vorzürlich. 
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Dr. LUDWIG BIEBERACH, o. ö. Professor an 
der Friedrich-Wilhelm-Universität in Berlin. Mit- 
eljed der Preußischen Akademie der Wissen- 
schaften. Lehrbuch der Funktionen 
theorie. Bd. I. Elemente der Funktionentheorie., 
». verb. Auflage. Mit 80 Figuren im Text. Ver- 
lag B. G. Teubner. Leipzig und Berlin 1930. VII 

322 8. Preis eeb. 17 M. Bd. II. Moderne Funk 
tionstheorie. 2. verb. Auflare. Mit 47 Fieruren im 
Text. Verlag B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 
1931. IV + 370 8. Preis 20 M. 


Jetzt. wo das hervorragende Werk in zweiter 
bzw. dritter Auflage vorliegt und man also hin 
reichend Muße zeehabt hat. es immer wieder für 
Forschungs- und Vorlesungszwecke zu benutzen, 
kann der Referent das beim Erscheinen abre- 
eebene Urteil!) sicherer und begründeter aus 
sprechen. Er kann bestätigen. daß es nicht nur 
ein bedeutendes Lehrbuch der Funktionentheorie 
ist. sondern im bestimmten Sinne das Lehrbuch. 
insofern wohl kein anderes so einheitlich funk- 
tionentheoretisch, so zeeschlossen in der Methode 
und doch keineswegs einseitie ist und dabei so 
weit in die heutige Forschung einführt wie dieses. 
Damit werden die Verdienste anderer Bücher. die 
auf Sondergebieten lieren,. keineswegs geschmälert. 
sie werden sicher nieht überflüssie., 

Der erste Band enthält die Teile der Funktionen 
theorie. die als alleemein und erundlegend von 
jedem einmal gründlich und systematisch studiert 
werden müssen, der irgendwie Funktionentheorie 
lernen will. sei es nun als Mathematiker oriler als 
Mann der Anwendungen, Auch für diesen ist der 
erste Band durchaus brauchbar. Denn bei aller 
Strenge dürfte er für den willieen Leser verdaulich 
sein. In der neuen Auflage hat er durch die Un- 
terteilung der Paragraphen in kurze Nummern 
sehr an Übersichtlichkeit gewonnen, der Stil ist 
flüssige, wenn auch persönlich, was oft seine zwei 
Seiten hat. «lie Anfänge der Kapitel und Para- 
eraphen geben meist erst eine Übersicht über das 
Kommende. ehe die Einzelbetrachtung anfängt. 
Fine leichte Lektüre ist das Buch natürlich nicht 
und es gibt einire Stellen. (ie sogar schwer ge 
nannt werden können. So IV. S 5. der Beeriff des 
funktionentheoretischen Bereiches. Vielleicht ist 
hier und an ähnlichen Stellen. so VIII. S 3. noch 
Gelerenheit zu weiterer pädagogischer Schleif- 
arbeit des Verfassers. 


Der zweite Band führt nun in die moderne For- 
schung‘ein und besteht aus Kapiteln. die mehrneben- 
einanılerstehen und demnach auch einzeln studiert 
werden können. Sie erfordern gründliche Mit- 
arbeit des Lesers. Das ist einmal sachlich dureh 
die Schwieriekeiten des Gerenstandes bedingt. es 
ist historisch begründet durch die Nähe. in der wir 
noch zu diesen Dingen stehen. die beständig im 
Fluß sind: auch buchtechnisch führt die Notwen- 
diekeit. nicht zuviel Papier zu brauchen, zu einer 
eewissen Knappheit der Darstellung. Allerdings 
machen auch zwei Eigentümlichkeiten des Ver- 
fassers dem Leser zu schaffen, die hier im zweiten 
Band weitaus fühlbarer werden als im ersten. Die 
eine ist der persönliche Stil. der Flüssigkeit an- 
strebt. aber zu einem eirentümlichen Schachtel- 
verfahren führt. nämlich der Ineinanderfürung 
verschiedener Betrachtungen. die als Hauptsatz. 
Hilfssatz. Vorbereitung usw. vielleicht besser nach- 
e’nander angeordnet würden: die zweite, vielleicht 
mit der ersten ursächlich verknüpft. ist die An- 
eewohnheit. wichtige Stücke der Beweisführung in 
Anmerkungen zu setzen. wo sie sich oft besondere 
Knappheit gefallen lassen müssen. So kommt es. 


1) Diese Ztschr. Bd. III (1923) S. 239 und Bd. VII (19>»8) 
S. 157. 


daß auch der ausgewachsene Mathematiker wohl 
manchmal recht lange Zeit braucht. bis er eine 
Stelle verstanden hat. So eine Stelle ist z. B. auf 
Seite 77. Aber natürlich. man kann in einem 
l,ande, das eben erst von den Führern der Wissen 
schaft erforscht wird, nicht überall die Anlerung 
von Promenadenwegen und Kurparks erwarten. 
Die Freude. in einem Buche von 370 Seiten zusam 
mengefaßt zu sehen. wie schöne Dinge heute in 
der alten Mathematik zefunden werden. ist in 
diesen Zeiten besonders groß und verpflichtet uns 
zu warmem Dank an den Verfasser. 
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LEON LICHTENSTEIN, 0. ö. Professor der Ma 
thematik an der Universität Leipzig, Vor 
lesungen über einige Klassen nicht 
linearer Integraleleichungen und 
Inteero - Differential-Gleiehungen 
nebst Anwendungen. Verlag Julius Springer, 
Berlin 1931. VII + 164 S. Preis kart. 16.80 M. 


Der Verf. hat in diesem Buch, das aus Gast- 
vorlesungen an der Universität Lwöw hervor- 
vergangen ist, eine eroße Anzahl seiner früheren 
Arbeiten über Probleme der Himmelsmechanik 
(Gleiehgewichtsfiguren rotierender Körper), Hy- 
drodynamik, partielle  Differentialgleichungen, 
Variationsrechnung usw. zusammengefaßt und ein 
heitlich dargestellt. Der gemeinsame theoretische 
Untererund dieser Untersuchungen sind nicht 
lineare Integraleleichungen von sehr allgemeiner 
Bauart, wie sie (nach weniger bekannt geworde- 
nen Arbeiten- von Liapounoff) zuerst von Erh. 
Schmidt systematisch untersucht worden sind. 
Letzterer wandte ein Majorantenverfahren an. 
während Lichtenstein die Methode der sukzessiven 
Approximationen benutzt, die „im kleinen“, d. h. 
wenn die Absolutbeträze der betrachteten Funk 
tionen hinreichend klein sind, ein sehr weit 
reichendes Hilfsmittel liefert. Ein nicht rein the 
oretisch eingestellter Leser wird vielleicht zu- 
nächst über die Fülle der Rechnungen erschrecken: 
diese rührt aber mur von der außerordentlich 
eroßen Allgemeinheit her, während die Grundidee 
eanz einfach und durehsichtiz ist. Der hohe Grad 
von Allgemeinheit lohnt sieh angesichts der Viel 
seitirkeit der Anwendungsgzebiete, von denen 
einige schon oben genannt wurden. Von spezi- 
ellen Beispielen seien für die Leser dieser Zeit- 
schrift vor allem das zuerst von Levi-Civita auf 
anderem Wege gelöste Problem der Oberflächen 
wellen von endlicher Amplitude und ein von 
Carleman behandeltes nichtlineares Randwert 
problem. aus der Theorie der Wärmestrahlung er 


“wähnt. Die Untersuchungen werden auch auf 


noch allzemeinere Klassen von  Funktional 
eleiehungen (Interro-Differentialeleichungen, die 
sich nieht, wie das bei manchen von ihnen der 
Fall ist, auf Systeme von Integralgleichungen re 
duzieren lassen) auszedehnt. die wieder zu inter- 
essanten Anwendungen Veranlassung weben. 
Das Schlußkapitel behandelt nichtlineare Integral 
eleichungen .im großen“. Hier wird mit Metho- 
den, die an die direkten Verfahren der Variations 
rechnung, insbesondere an das von Ritz, anschlie- 
ßen, unter £zeeieneten Voraussetzungen die Exi- 
stenz eines Eigrenwertes. bzw. einer Lösunz be 
wiesen. Das Buch erleichtert die Bekanntschaft 
mit diesen weittragenden Untersuchungen, die 
bisher weit verstreut waren, ganz wesentlich und 
wird zu weiteren Anwendungen, die sehr zahlreich 
sein dürften, anregen. 
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Dareren hätte das 
Methode 


Differentialeleichunzen 


erster Ordnunz® behandelt. ohne Schaden weo 
relassen werden können. Sein Inhalt steht mit 
lem eieentliehen Thema in keiner Beziehune. und 
'eh möchte bezweifeln lab der Praktiker (Phı 
s’ker, Elektrotechniker). für den das Bueh doch in 
erster Linie gedacht ist. jemals dieses Kapitel! 
est. Daxreren hätte man zern einen Absehnitt 
iber die symbolischen Methoden. die sieh bei den 
Praktikern so eroßer Wertschätzune erfreuen. 
ınd über (lie noch weiterzehende. die svmbolischen 
Verfahre herründende Methode der Funktiona!l 
trinsformationen l.aplacı ınıd Fonurtier-Trans 
formation urefürt zesehen. \n dem aber. 
was (das Bu wirklich bietet. ist niehts auszu 
setzen: es stellt nieht oft anzutreffende Svn 
these von phvs se] tuitiver Denkweis Ind 
tiefrehendem theoret's thematischen Wissen 
lar und kann zerade dem aufs Praktische zerich 
teten Leser als | e nieht zu eroßbes, dih 
ıberst inhaltreiches Werk nur pfohl werden 
Freiburg b. Dortsch ?15 
[RAUY YVERKES THOMAS, Assistant Pro 
fessor of Mathematies. Princetown Universitv,. The 
Klementarv Theor I[ensors. Verlage 
MeGraw-Hill Publishing Co. Ltd... London 1931 
IN 122 S. Preis sh. 10 

Das Buch stellt keineswers Syst tisches 
l.ehrbuch der Vektor- od lensorre« ne da 
\uf knapp 10 Seiten wird der Begı les Skalars 
les Vektors und des allezemein: lenson L 
führt. und zwar zleiech für beliebire Koaridinateın 
system und Dimensionen. > n sodaı vo] leı 
les Buches bildet die \nw lınze auf 
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Weise vom einheitlichen Standpunkt 
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lische Autor die von ihm verwendete (alleemein 
anerkannte) ausführlich erklärte VDeftinition der 
Masse eines Körpers, mit Selbstverständlichkeit 

Massendetini 
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eng 


wiederholt als die E. Mach sehe 


tıon bezeichnet. Mancher deutsche Autor ist in 
diesen und ähnliehen Punkten sich weniger be 
wußt. wem die Naturwissenschaft für so manche 
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Klärung der Grundbegriffe zu Dank verpflichtet 
H. 


Pollaezek-Geiri 


neger. 


Dr. jur. und Dr. rer. pol. OTTO WEINBER- 
GER, VOberlandesgzerichtsrat in Wien, Mathema 
tische Volkswirtschaftslehre. Kine 
Kinführung. Mit 70 Firuren im Text. Verlax B. G. 
Teubner, Leipzig u. Berlin 1930. +24 
Preis IS M. 


SA 


S, 
veh, 

Die 
aus einer 
wel 


besteht bisher 
zerstreuter Arbeiten. 

die zleiehen Pro 
verschiedener Auffassunz und 
Die Ökonomen werfen 


mathematische Ökonomie 
eroßen Zahl 
ohne Zusammenhang 
auf Grund 
Beeriffsbildunz behandeln. 
lieser Riehtunz zum Teil mit Recht vor. daß der 
hier verwendete Aufwand an Gelehrsamkeit in 
einem auffälligen Widerspruch zur praktischen An- 
wendbarkeit der erzielten Resultate stehe. he 


sehr 
che 
hleme 


18, 


steht der eroße Nachteil der klassischen Ökonomie. 
also der Arbeiten von Walras und Pareto. darin. 
laß keine der von ihr verwendeten Funktionen 


an Hand der Erfahrunz verifiziert werden konnte. 
Es besteht daher ein Bedürfnis für eine svstema 
tisel einheitliche Darstellung, die insbesondere 
lie praktischen Probleme und ihre 
vorheben müßte. 

Das erste Kapitel versucht. das mathematische 
Verfahren zu rechtfertizen. Das zweite. betitelt 
„Aus der Geschichte der mathematischen Vo 

irtschaft ht die lorisch 
Theorien. sondern 


las Iritte lie 
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Lebens 


Haupt 


hre” hehan lelt nie 
einanderfolre dieser 


ler Autoren: 


nr nd 


\\ 


eschichte 


probleme. Ein Schlußkapitel ist den graphischen 
Hilfsmitteln gewidmet. Auf S. 213 wir lineart 


lie 
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ler deı 


benötiren, 


Niemand. 
wird den 


letiniert! 


kann. 


Funkti 
3. Teil 
le 
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t. 


lesen 


wer n 4. benötiet. wird nach seiner Lektüre auch 
len 2. und 23. nieht lesen können. 


ler 


‚er 


Mit unzeheurem Fleiß ist hier das Gros 
Literatur zusammeı 


den Satz von 


Al 
„Man 
man ein 
n Tatsachen 
Haufen 
könnte 
Th 


Hierzu wehört 


‚uzehörlizen ıretraren. 


man erinnert sich an Poineare: 
haut eine Wissenschaft aus Tatsachen. wie 
baut. Aber ein Hau! 

ne Wisse wie ein 
Haus." In Erweiterung 
Haufen Definitionen. 

h kei ıhrbuch. 


Haus aus Steinen 
ıst ehı n2soWwen v e] 


Steine & 


nschaft. 
man 


orien und 
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saren: € 


Zitate Ist noch kein 1. v]e 
mehr eine spezifische Kınste!lunse ‚11m Prohlem. 
eine systematische Ordnung und eine pädagogisch 


\ufeinanderfolze, derart. dab sämtliche ve 


rwen 


leten Beeriffe ‚unächst eeklärt werden. Hier aber 
tinden wir eine völlie kritiklose Aneinanderreihung 
von Lehrmeinuneen: ohne Leitung steht der Leser 
iner Flut von einander widersprechenden Theo 
rien eeeenüber. Da das Buch sorar anek-dlotische 


\utoren ein 
und 
edenutet werden. 


und 
lt. 


ältere 


eerade 


l- 7 y y ‘ vy haft y 
Konnen Alle rnsthaften 


So bildet das weder einen Querschnitt noch 

bietet es eeenürende Charakteristik der Autoren. 

Es bahnt keinen Wi Das Bedürfnis nach einem 

l,ehrbuch der mathematischen Ökonomie besteht in 
ler Schärfe fort. 
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W. BURNSIDE, Theory of Probability. 
Cambridge, University Press 1928. XANAX 1065 8. 


Dies konservative Buch hält sieh an die übliche 
Darstellunz und Einteilune. Nach der ..direkten“ 
Methode der Bereehnunz von Wahrscheinlichkeiten 
kommen Untersuchungen über die wahrsecheinliche 
Dauer eines Spiels, vom Autor als indirekte Me 
thoden bezeichnet. welche auf endliche Differenzen 
sleiehunzen führen. Innerhalb des Bernoullischen 
Theorems werden vor allem die Sequenzen. bei den 
veometrischen Wahrscheinlichkeiten. vor allem die 
‚are von Punkten auf zesehlossenen Kurven und 
auf der Kuerelfläche untersucht. Den Abschluß 
bildet die Fehlertheorie, die Ableitung der Gaub 
sehen Kurve aus dem arithmetischen Mittel und 
seine Entstehung aus vielen. unabhängiz vonein 
ander variierenden Fehlern. deren wahrscheinlich 
ster Wert null ist. 

(Gerenüber der Fülle der Beispiele, welche bei 
nahe sämtlich den Glückspielen entnommen sind. 
tritt die allgemeine Theorie etwas zurück. Stets 
wird eroßer Wert auf die Untersuchung ert, ob 
ein Problem vollständige zereben ist und ob die 
einzelnen Fälle voneinander unabhäneiz sind. 

Der Herausgeber. A. R. Forsvth hat diesem 
hinterlassenen Werk eine liebevolle Einteilung 
voranzeschiekt. welehe die wissenschaftlichen Ar 
beiten. das Leben und sogar die sportlichen Inter 
essen Burnsides behandelt. 

E. I. Gumbel, Heidelberg. 215 
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ALFRED MANES, Versicherungs 
wesen. Svstem der Versicherungswirtschaft. 5. 
völlive veränderte und erweiterte Auflage in 3 Bän 
den. mit Einsehluß der Sozialversicherung. 1. Bd.: 
Alleemeine Versieherungslehre. B. G. Teubner. 
leipzig und Berlin 1930. XII + 436 S. Preis 28 M. 


Daß der Mathematiker. der sich mit Versiche- 
runesmathematik beschäftieen will. auch alle 
etwas vom Wesen der Versicherung kennen mub. 
zu betonen. erscheint anzebracht mit Rücksicht 
auf eine Äußerung der italienischen Versicherungs 
mathematikerin Maria Castellani in einer 
Abhandlung. „Die Zufallvariablen und die Grund 
laren der Versieherunesmathematik*“. die auf den 
Arbeiten Cantellis beruht. Sie sagt (Zeitschrift für 
die zesamte Versiecherungswissenschaft. Pd. 27, 
1927. S. 54): „Da es sieh nieht mehr wie bisher 
um einzelne. mit beträchtlichem Zeitaufwand zu 
erfassende Probleme. sondern nur noch um An 
wendung eines zeschlossenen mathematischen Sy 
stems handeln würde. so könnten die Studierenden 
selbst an die Lösungen der Versicherungsfragen 
herantreten. nieht anders, als sie sonstige analoge 
alzebraische und analytische Aufgaben ausführen. 
ohne daß es erst einer sachlichen Belehrung zu den 
Aufzaben bedürfe.* Geren diese Auffassung hat 
Referent schon an andrer Stelle Einspruch erhoben, 
der hier wiederholt wird. und darum sei auch be- 
sonders den für Versicherunesmathematik inter 
essierten Mathematikern das nunmehr in 5. völlig 
veränderter und erweiterter Auflage vorlierende 
Buch von Manes zur sachlichen Belehrung. so 
weit nieht mathematische Fraren in Betracht 
kommen. empfohlen. Was Verfasser über mathe- 
matische Frasren sart. insbesondere über Wahr- 
scheinliehkeitsreehnunge. bei der er die alte 
klassische und unhaltbare Definition benutzt. Ist 
allerdines nicht reeht vom mathematischen Stand 
punkt aus befriedigend. Referent ist auch nicht 
einverstanden mit der Polemik zeren die Riebe 
sellschen Arbeiten. betreffend falsche Anwendung 
des Wortes Konjunkturbrände Unter den auf 
S, 421 eenannten Zeitschriften wäre auch das (or 
nale di Matematica finanziaria zu nennen. Seit 


emelll 
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19530 zeben die italienischen Aktuare auch eine 
Zeitschrift heraus, die mathematisch sehr beach 
tenswert ist. Auch die seit 1930 erscheinenden 
Annals of Mathematical Statisties, herausgegeben 
von der Ameriean Statistieal Association. brinzen 
Arbeiten. die für die Versicherunesmathematiker 
wichtie sind. wie z. B. die wohl letzte Arbeit von 
v. Bortkiewiez, „the Relations between Stability 
and Homogeneitv“. Die Skandinavisk Aktuarietid 
skrift,. von der Manes mit Recht sart. daß sie einen 
hohen Rang einnimmt. erscheint übrirens seit 1018. 
was hier erzänzend bemerkt werden soll. da Manes 
für die anderen Zeitschriften die Jahreszahlen anze 
veben hat. Es zab vorher sehon in einzelnen skandij 
navischen Ländern Zeitschriften für dieses Gebiet: 
außerdem haben auch die Acta Mathematiea und 
die Berichte der Schwedischen Akademie der 
Wissenschaften vor Jahrzehnten Arbeiten ver 
sicherunzsmathematischen Inhaltes zebracht. Ver 
vleiche Bericht des Referenten: .„Skandinavische 
Zeitschriften“ (Blätter für Versicherunesmathe 
matik, Bd. I. S. 81 bis 83). 


W. Lorey. 219 


Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. 
Herauszeeeben von «der Preußischen Akzulemie 
der Wissenschaften. Scehriftleiter Geore Feiel. 
Bd. 53. Jahre, 1927. Sonderheft: Aneewandte 
Mathematik. Verlag Walter de Gruyter & Co.. 
Berlin und Leipzig 1931. Etwa 215 8. Preis 24 M. 


Die Schriftleitung des Jahrbuchs leet zum ersten 
mal eine Zusammenstellune der «lie „Angewandte 
Mathematik" betreffenden Referate. und zwar für 
das Jahr 1927. vor. Das Sonderheft umfaßt ılie 
Abschnitte: "Mechanik. Mathematische Physik. 
Waäahrscheinliehkeitsreehnune, Praktische Analvsis. 
Darstellende Geometrie und Geometrische Optik, 
ine Durchsicht zeiet. daß die Besprechungen «ler 
Arbeiten aus dem Gebiet der Mechanik im all 
eemeinen recht brauchbar ind. Von den Refe 
raten aus der Wahrscheinlichkeitstheorie läßt sich 
dies nieht gut saren: sie sind entweder viel zu 
kurz oder nieht exakt zenue, um den wesentlichen 
Inhalt der Orizinalaufsätze erkennen zu lassen. 
Über die Vollstämdiekeit der Beriechterstattiine 
kann man nicht leicht ein Bild gewinnen. da leiter 

was wohl bei der zanzen Einriehtune schwer 
vermeidbar ist ein Rerister fehlt. Vielleicht 
kann wenigstens später für je»eine Reihe von 
Jahren dureh ein zusammenfassendes Reeister 
diesem Übelstand abgeholfen werden. Aber auch 
sehon in dem zerenwärtieen Zustand bietet (lie 
Kinriehtung dieser - Sonlerhefte jedem auf dem Ge 
biet der angewandten Mathematik und Mechanik 
Tätiren ein auszeezeichnetes Hilfsmittel. 


i Mises. 229 


Handbuch der physikalischen und technischen 
Mechanik. Herauszeeeben von Prof. Dr. F. AUER- 
BACH und Prof. Dr. W. HORT. Verlag Joh. Ambr. 
Barth. Leipzig 1931. Bd. IV, 1. Hälfte. 2. Liefe.: 
Statik und Dynamik elastischer Körper. 2. T. XIV 

138 S. mit 267 Abb. Preis broseh, 70 M. Bil. VW. 
l.iefe. 3: Mechanik «der Flüssiekeiten nebst tech 
nischen Anwendungsgebieten. XXI + 1152 S. mit 
2985 Abb. im Text. Preis broseh. 81 M. Bd. VI. 
Liefg. 4: Alphabetisches Sachregister zu Band I] 
bis VI. XV + 39 8. Preis brosech. IM. 


In verhältnismäßbie kurzer Zeit ist das weit 
sthichtire Unternehmen. das «die Herausgeber 
\uerbaeceh und Hort vor einieen Jahren ein 
eeleitet haben. zum Abschluß zeelanet. Neu Jiert 
vor ein umfangreicher Band über die Statik und 
Dynamik elastischer Körper. aus dem ein Aufsatz 
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402 Buchbesprechungen Math. und Mech. 
von P., Nemänyi über Selbstspannungen und schnitt IV über das Verhalten der Stoffe nach 


zwei ausführliche Referate von H. Fromm über 
lie Grenzen des elastischen Verhaltens sowie über 


Nachwirkung und Hysteresis hervorgehoben zu 
werden verdienen. Aueh der Artikel von W. 
Deutsch über Plastizität ist. wenn auch hie 


und da Mänzel hervortreten,. als eine brauchbare 
Zusammenfassung bisher sehr weit zerstreuter Li 
teratur zu beerüßen. 

Der ebenfalls neuerschienene Schlußteil der Hy 
ılromeehanik enthält eine sehr instruktive Zu 
sammenstellung von Fritz Noether über die 
bisherieen Versuche zur Inteeration der &Glei 


ehungen zäher Flüssiekeiten. E.vom Ende und 
(4, Duffinzg behandeln die Theorie umd die ex 


perimentelle Forschung auf dem Gebiete der 
Schmiermittelreibunge. Nicht zanz verständlich ist 
die Stellunz eines „Nachtrags“ von H. Lorenz 
zum Kapitel „Strömung und Turbulenz“. Eine ein 
eehende, die neueste Literatur berücksichtieende 
Darstellung des früher als „Hydraulik“ bezeich 
neten Stoffgebietes liefert P. Nemenyi unter 
«lem Titel „Wasserbauliche Strömungslehre“., 

Mit dem in einem Heft beirefürten 
\lphabetischen Sachregister ist nunmehr, wie & 
saet, (las eesamte Werk zum Abschluß zekommen. 
Man wird es als eine stark in die Breite gehende. 
sehr vollständirze AMaterialsammlune zum 
Gesamtgebiet der Mechanik bezeichnen müssen. 
die eelerentlich unter Zurückstellune allzu weit 
eehender systematischer Rücksichten unser der- 
zeitires Wissen in «der Mechanik dem Forscher 
wie auch dem Inzenieur der Praxis in brauchbarer 
Weise «larbietet, Den Herauseebern wir man. 
namentlich in Hinsieht auf (die Modernisierune des 
Werkes eerenüber «len früheren Auflaren des 
Winkelmannscehen Handbuches. allen Dank wissen. 


M 568. 390 


besonderen 


[& 


Dr. RUDOLF GIRTLER, 0. 6. Professor der 
Deutschen Teehnischen Hochschule zu Brünn. 
Kinführune in die Mechanik fester 
elastischer Körper und das zurehö 


riee Versuchswesen Klastizitäts und 
Festiekeitslehre). Verlag Julius Springer, Wien 
1931. VI 50 S. mit 182 Textabbildungen. 
Preis eeb. 29 M. 

Das Buch von Girtler reiht sich nicht leicht ın 
die üblichen Typen von Lehrbüchern ein. Es kann 
nicht als ein Lehrbuch der technischen Mechanik. 
etwa im Sinne von Band Ill des Föpplschen 
Werkes. anzesehen werden. ist aber andererseits 
aueh nieht eine umfassende. Vollständiekeit er- 


strebende Darstellung der Mechanik fester Körper. 
(Mfenbar hat dem Verfasser ein Mitteldine zwi- 
schen diesen beiden Möglichkeiten vorgeschwebt. 
und er hat überdies durch Berücksiehtirung 
mancher Fragen des Versuchswesens noch etwas 
Drittes hinzufüren wollen. (eeen (die Aufgaben 
stellunz an sieh läßt sich gewiß nichts einwenden. 
und auch der Versuch, ein der Abgrenzung nach 
orieinelleres Werk zu schaffen. als die vielen 


or 

4 

> 
.) 


.Teehnische Mechanik“ betitelten. ist nur zu be 
erüßen. 
leider kann über die Ausführune des Planes 


nach Durehsicht des Buches nicht S( Günstiees ge- 


sart werden. Man hat entschieden nieht den Ein- 
druck. daß alle Ausführuneen auf der Höhe der 


heutieen Forsehuneserzebnisse stehen. Der ein 
leitende erste Teil über die Grundbeeriffe enthält 
zahlreiche Unklarheiten. die namentlich für den 
Studierenden nachteilie sind. In der Angabe bis 
her eefundener Integrale der elastischen Glei 
ehuneen eeht der Verfasser viel weniger weit als 
z. B. das bekannte Werk von Love-Timpe. Was 
dann später in den Abschnitten 29 bis 39 von Ab 


Überschreitung der Elastizitätsgrenze gesagt wird, 
enthält allzu viel Anklänre an die Lehrbücher 
längst verganzener Zeiten und läßt jedenfalls eine 
klare Darstellung der heute erzielten Experimental- 
erzebnisse vermissen. Im zweiten Teil des Buches 
ejbt der Verfasser, ebenfalls im Anschluß an die 
Auffassungen älterer Lehrbücher, eine Zusammen- 
fassunz «der elementaren Biegungstheorie und an- 
erenzender Aufgabengebiete (der technischen Me- 


chanik. Auch hier ist nicht alles ohne Vorbehalt 
aufzunehmen. Mises. 229 
Verhandlungen des 3. Internationalen Kon- 


gresses für technische Mechanik. Stockholm 1930. 

Herausger, von U. W. OSEEN und WALODDI 

WEIBULL. AB. Sveriges Litogratiska Tryckerier. 

Stockholm 193 3 Bde. von insgesamt XAXVII 
1288 S. Preis etwa 150 M. 


Wie schon einmal kurz angekündigt, ist jetzt 
verhältnismäßig schnell der Verhandlungsbericht 
des 3, Internationalen Kongresses für technische 
Mechanik erschienen. Die stattlichen drei Bände 
reben schon allein äußerlich ein Zeugnis für die 
reiche Entwicklung, die die Kongreßtätirkeit 
seit der ersten Tagung in Delft 1924 aufzuweisen 
hat. Im ersten Bande sind nach einem ganz 
kurzen alleemeinen Bericht die Vorträge aus dem 
Gebiet der Hydro- und Aerodynamik zusammen- 
eefaßt, und zwar zunächst die vier größeren Refe 
rate von VDseen über das Turbulenzproblem, von 
Eisner über den hydraulischen Widerstand, von 
Bairstow über Luftschrauben und Wigelev 
über den Wellenwiderstand der Schiffe; die letz- 
teren beiden in englischer Sprache. Es folgen 
dann etwa 50 Einzelvorträge,. die in kurzen Aus- 
züren von durchschnittlich etwa 6 bis 10 Seiten 
mit zahlreichen Abbildungen wiedergegeben sind. 
In zleicher Weise umfaßt Band 2 das Gebiet der 
Klastizität. Plastizität und Festirkeitslehre mit 
KEinschluß gewisser Probleme der rationellen 


Mechanik. n alleemeinen Vorträgen sind hier 
vorangestellt: v. Mises, Über die bisherigen 
Ansätze in der klassischen Mechanik der Kon 


tinua,. d’Adhemar. Etude du mouvement pen- 
dulaire d’un projeetile tournant, und Arthur 
Korn, Automatische Herstellung von Jacquard- 
Karten. Der 3. Band endlich behandelt die 
Fragen der Stabilität und der Schwingungen. die 
als besonders bevorzugter Verhandlungsgegen- 
stand von der Kongreßleitung bezeichnet waren. 
Hier stehen Aufsätze von Timoshenko, von 
Panetti. von Moullin und von E. Michel. 
der letztere über Raumakustik, an der Spitze. 
Die Fassung der Vortragsauszüge. die durch- 
wee von den Verfassern selbst herrührt und in 
den Originalsprachen gehalten ist. kann im all- 
eemeinen als eine hinreichend verständliche In- 
haltsanzabe bezeichnet werden, die nur selten das 
Beilürfnis nach ausführlicher Darstellung übrig 
läßt. Zu bedauern ist nur, daß die Diskussions- 
bemerkungen in vielen Fällen unvollständig 
wiedergereben sind. Doch sind die Schwierig- 
keiten. die sich der Herauszabe eines Verhand- 
lungsberichts gerade in dieser Hinsicht entgegen- 
stellen. allzu bekannt. und man wird die Leistung 
der beiden Herren. die als Herausgeber zeichnen. 
Öseen und Weibull, nur in jeder Hinsicht 
anerkennen müssen. Auch die verhältnismäßig 
kurze Zeit. die zur Fertigstellung des Berichts ge- 


braucht wurde. und die ganz vorzürliche Aus- 
stattune verdienen alles Lob. Mises. 229 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 


Pücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 
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Dr.-Ing. FRIEDRICH BASTL, Professor an 
der Deutschen Technischen Hochschule in Brünn, 
Reformierungsvorschläge zur Tri- 
angulation. Verlag Carl Winiker, Brünn 1931. 
50 S. mit 10 Abb. im Text. Preis kart. 24 Ke. 


Dr.-Ing. KURT BÖTTCHER, Privatdozent an 
der Technischen Hochschule zu Danzie, Ver- 
suche über die Spannungsverteilung 
im Zugehaken. Aus: Forschungsarbeiten auf 
dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft 337. VDI- 
Verlag, Berlin 1931. IV + 20 S. mit 24 Abb. und 
5 Zahlentafeln. Brosch. 5M. 


Prof. Dr. N. M. KRYLOFF, Mitglied der Ukrai 
nischen Akademie der Wissenschaften und der 
Akademie der USSR. Angenäherte und 
symbolische Lösung der Differen- 
tialgleichungendermathematischen 
Physik und Technik. 1931. (Russisch mit 
deutschem Vorwort.) 162 S. 


Dr. W, LIETZMANN, Oberstudiendirektor in 
Göttingen, und Dr. J. JAROSCH, Direktor der 
Bundesrealschule in Wien Xlll. Geometrie 
und geometrisches Zeichnen für die 
III. und IV. Klasse der Realgymnasien, Real 
schulen und Frauenoberschulen. Verlag Franz 
Deuticke, Wien. 94 S. mit 127 Fir. im Text. Preis 
3 M. 


Deutsche Technisch-Wissenschaftliche For- 
schungsstätten. Teil ll: Die Technisch- 
Wissenschaftlichen Forschungsan- 
stalten. Bearb. von Dipl.-Ing. BOECK. VDI- 
Verlag. Berlin 1931. VIII + 445 8. Preis brosch. 
I0 M. 


Jahrbuch über die Fortschritte der Mathe- 
matik. Herausgeg. von der Preuß. Akademie der 
Wissenschaften. Schriftleiter GEORG FEIGL. 
Verlage Walter de Gruyter & Co... Berlin 1931. 
Band 51. Jahrgang 1925. >Sonderheft I: Ge 
schichte, Philosophie, Pädagogik. 
Mengenlehre. 828. Preis geh. 940 M. 
Band 51. Jahre. 1925. Sonderheft II: Arithmetik 
und Aleebra. 162 8. Preis geh. 10 .M. - 
Band 51. Jahrgang 1925. Sonderheft 11l: Ana- 


Ivsis. 262 S. Preis brosch. 29.60 M. Band 55,1. 
Jahreane 1929. Sonderheft I: Geschichte, 
Philosophie. Pädagogik, Mengen- 
lehre, 57 S. Preis 6.60 M. Bd. 55. I. Jahr- 


eane 1929. Sonderheft II: Arithmetik und 
Aleebra. 118 8. Preis 8.60 M. 


P. J. VAN DEN BERG, Reeksen en 
Machten. 39 8. (Holländisch.) 


R. H. FOWLER, Trinity College, Cambridge. 
Statistische Mechanik. Übertragen und 
teilweise bearb. von O0. Halpern, New York. 
und H,. Smereker. Wien. Bd. 8 der Sammlung: 
Mathematik und ihre Anwendungen in Monogra- 
phien und Lehrbüchern. Herausg. von E. Artin. 
o. Prof. an der Univ. Hamburg. Leipzig 1931, Aka- 
demische Verlagsgesellschaft m. b. H. 594 S. 
(Geb. 36 M. 


Dr. M. HERZBERGER, wissenschaft]. Mitarbeiter 
bei Carl Zeiß in Jena, Strahlenoptik. Bd. 35 
der Sammlung „Die Grundlehren der mathemati 
schen Wissenschaften“ herausgeg. v. R. Courant. 
Julius Springer Verlag, Berlin 1931. 196 S. mit 
60 Abb. Preis zeb. 19.40 M. 


Luftfahrtforschung. Berichte der Deutschen 
Versuchsanstalt für Luftfahrt, E. V.. der Aerody 
namischen Versuchsanstalt zu Göttineen, des 
Aerodynamischen Institutes der Techn. Hoch 
schule Aachen usw. DVL-Heft. IX. Band, Heft 1 
Preis 11.50 M. Heft 2 Preis 5.80 M. Verlag R. 0] 
denbourg, München 1931. 


Dr. LUDWIG HOPF, Professor an der Techni 
schen Hochschule Aachen. Die Relativitäts 
theorie. 14. Band der Sammlung .„Verständ 
liche Wissenschaft“. Verlag Julius Springer, Ber 
lin 1931. VIII + 148 S. mit 30 Abb. Preis zeb. 
4,50 M. 


Hydro- und Aeromechanik nach Vorlesungen 
von L. Prandt] von Dr. phil. ©. TIETJENS, 
Mitarbeiter am Forschungsinstitut der Westing 
house Eleetrie and Manufacturing Co.. Pittsbursch 
Pa.. U.S.A. Mit einem Geleitwort von Prof. Dr, L. 
Prandtl. Direktor des Kaiser Wilhelm-Instituts 
für Strömungsforschunge in Göttinzen. Zweiter 
Band: Bewerung reibender Flüssiekeiten und tech 
niche Anwendungen. Mit 237 Textabbildungen und 
28 Tafeln. Verlag Julius Springer, Berlin 1931. 
VlII + 299 S. Preis geb. 23 M. 


A. S.M. E. Transactions of the American So- 
ciety of Mechanical Engineers. 1030, Bd. 52 in 
2 Teilen. Etwa 2120 S. Verlag: The American So 
ciety of Mechanical Engineers, 29 West 39th Str.. 
New York. 


Dr. sc. Techn. Sayed ABD EL-WAHED, In 
renieur der ägyptischen Staatseisenbahnen. Die 
Gelenkmethode. Ein Verfahren zur Ermitt 
lune statisch unbestimmter Größen und deren Ein 
flußlinien. Verlag Julius Springer, Berlin 1931. IV 
+ 46 S. mit 44 Abb. im Text. Preis zeh. 4.50 M. 


F. TWYMAN, F. Inst. P., F.R.S.. and D. M. 
SMITH, A.R.C. S.. B. Se.. D.1. ©. (Speetroseopie In- 
vestieator. The Pritish Non-Ferrous Metals Re 
search Association. WavelenzethTablesfor 
Speetrum Analysis. 2nd Edition. Fully re 
vised and much enlarged. Published by Adam 
Hilcer Ltd.. 24 Rochester Place. London NW, 1 
1931. IX + 180 8. Preis 14 s. 9 d. portofrei. 


Wissenschaftliche Veröffentlichungen aus dem 
Siemens-Konzern. Herauszereb. von der Zentral- 
stelle für wissenschaftlich-technische Forschungs 


-arbeiten des Siemens-Konzerns. X. Ba.. 4. Heft. 


Verlag Julius Springer, Berlin 1931. IV + 147 8. 
mit 104 Bildern. 


The Blancometer. For the accurate numerical 
specification of nearly-white colours. Vlg. Adam 
Hileer Ltd.. 24 Rochester Place, Camben Road. 
London. 6 S. 3 Abb. 


NACHRICHTEN 


Carl v. Bach f. 


Am 10. Oktober verstarb in Stuttgart im Alter 
von 84 Jahren Staatsrat Prof. Dr.-Ing. e. h. Carl 
v. Bach. Exzellenz. Ehrenmitrlied des Vereins 
deutscher Ingenieure seit 1899. Vor fast 50 Jahren 
berann Bach seine wissenschaftliche Tätigkeit 
mit Vorlesungen über Maschinenelemente und 


Festirkeitslehre, mit denen er eine entscheidende 
Wendung in den zrundlegenden technischen 
Wissenschaften einleitete. Nach einem Zeitraum. 
in dem man allen Fortschritt der Wissenschaft in 
der formalen Ausgestaltune und Weiterführung 
eerebener Theorien erbliekt hatte. wandte man 
sich unter dem Einfluß von Bach von neuem der 
Vertiefung der experimentellen Grumdlagen zu. 
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Wenn auch Bach im ersten Ansturm in maneher 
Richtunz über das Ziel hinausschoß. so war er es 
doeh noch selbst. der sieh allmählich aufeinen rich 

tiven Mittelwee nahm er in die 
späteren Auflagen seiner „Elastizität umd Festig 

keit“ «die anfänelich abgelehnten Grumdeleichuneen 
dei mathematischen Klastizitätstheorie um 
manches andere wieder auf. umd er. der wie 
weniee «die Einriehtun® teehnisecher Laboratorien 
eefördert hatte. warnte schließlich vor 
Uberschätzun® rein  laboratoriumsmäßieen 
Unterriehts. Mit weitem Bliek berabt. voll eindrin 

renden Interesses für alle Fragen der Technik 
und Wirtschaft erwarb sich Bach mit der Zeit 
unumschränktes Ansehen in «den Kreisen der for 

schenden und der praktisch tätigen Ingenieure unıd 
auch weit «darüber hinaus. Seine Leistuneen wer 

den noeh lanze fortwirken. sein Name wird in der 
(Geschichte «ler teehnischen Wissenschaften dauernil 
bewahrt werden. Mises. 


besann. SO 


einer 


les 


Tagung für Getriebetechnik. 

\m 19, und 20, Oktober d. J. veranstaltet «er 
Verein deutscher Ingenieure eine Tagung für Ge 
triebetecehnik in Karlsruhe. Es sind 9 Vorträge 
aneekündiet. die sieh zum Teil auf alleemeine 
theoretische Fragen «ler Kinematik. teils auf ıleren 
spezielle Anwendungen in der Maschinenlehre be 
ziehen. Eine kleine Drueksehrift mit kurzer In 
haltsaneabe «der Vorträee wird «dureh die 6: 
schäftsstelle «les VDI abeeveben. 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. 


Hauptversammlunein Bad Elster. 


fand in der Zeit 
um 16. September «die Hauptversammlung «(ler 
Gesellschaft in Bad Elster im Rahmen des 7. Phx 
umd Mathematikertages statt. Nach (lem Be 
erübungsabend am 13. und der gemeinsamen Er 
öffnune am 14. morgens berannen («die wissen 
sehaftliehen Sitzuneen Montae, den 14. September. 
vormittags, Geeenüber dem in Heft 4 veröffent 
lichten Programm sind folgende Änderungen ein 
eetreten: In der Montag-Vormittagr-Sitzung fiel der 
Vortrae Weinstein aus. in der Dienstag-Vor 
mittae-Sitzune der Vortrae Schäfer Eingee 
sehoben wurde ein Vortrax® von Prof. Dr. Strau 
bel (Jena) über „Optische Versuche zur Bestäti 
eunge der Hertzschen Theorie der Berührune ela 
stischer Körper“. Der Vortrag G. Schulz wurde 
aus der Dienstag-Vormittar-NSitzune verlegt in eine 
Mittwoch. «len 16.. vormittaes, neu eineeschaltete 
eemeinschaftliche >Sitzune mit der Deutschen 
Mathematikervereinieunge. In dieser hielt zunächst 
Hr. E. Kamke (Tübineen) ein Referat über 
„Neuere Begründungeen «der Wahrscheinlicehkeits 
teehnunge”, worauf dann der Vortrae von 6, Schulz 
folete. 

Die Teilnehmerzahl «des Phvsiker- und Mathe 
matikertares war erfreulich erobe. Die 
Sitzuneen unserer Gesellschaft waren durehsehnitt 
lieh Personen An jeden 
einzelnen Vortra®e schlob ich eine oft lebhafte 
umd aneeregete Aussprache. die lem Interesse» 
das «die Versammlune an «lem  Voreetraeenen 
nahm. Zeuenis ableete. 

In der bGeschäftssitzunge. die 
den 16.. vormittaes, stattfand, eedachte 
der Vorsitzende. Hr. L. Prandt]|. der im 
des Jahres verstorbenen NMitelieder (der 
sehaft: Oberine. l,eoben). Prof. 
lex eT Berlin | 


Proerammeemäb vom 13. bis 


siker 


eine 


von 60 bis 70 besucht. 


Mittwoch. 
zunächst 
\hlauf 

(resell 
Kuren 

Berlin). 


Schinzel 


und Prof. Stübler 


Nachriehten 


Ztschr. f.angew. 
Math. und Mech. 





Geschäftsführers Herrn 
Entwieklunge der Gesellschaft 
(eschäftsjahr völlie normal. 

September 7 Mitglieder aus 
eeschieden. 15 neu eineetreten. so daß sieh (die 
Miteliederzahl von 429 auf 437 erhöhte. Einnah 
men und Ausgaben hielten sich das Gleichgewicht: 
der Kassenstand betrug am 12. Septbr. 1776.12 RM. 
In «den Verhandlunzen des Deutschen Verbaniles 
war «(lie Gesellschaft durch den Geschäftsführer 
vertreten. Die Versammlung beschließt. (lie 
Höhe Jahresbeitraes unverändert zu lassen. 
\us «lem wissenschaftlicehen Ausschuß scheiden 
satzuneseemäß aus die Herren Hamel, Oseen 
und Föttinzer. An ihrer Stelle werden von 
der Versammlunge gewählt die Herren F. Eisner 
Berlin). ®). Föppl (Braunschweig) und E. Meiß 
ner (Zürich). Zu Kassenprüfern werden gewählt 
lie Herren A. Betz (Göttineen) und H. Fromm 
Berlin). 

Hinsiehtlich «der nächsten Jahresversammlung 
schläet (ler Vorstand vor. mit Rücksicht auf den 
Anfang September stattfindenden Internatio 
nalen Mathematikerkongerreß in Zürich 
von einer Herbsttaeune «der Gesell 
schaft abzusehen. Dem Vorstandsrat soll es über 
lassen bleiben. je nach der Entwicklung der Ver 
hältnisse zu einer kurzen wissenschaftlichen Ta 
une für einen anderen Zeitpunkt und an einem 
noch zu bestimmenden Ort (evtl, Göttineen) einzu 
laden, Die Versammlung beschließt in diesem 
Sinne und nimmt zur Kenntnis. daß reze Beteili 
eunge (der Mitelieder an den Arbeiten Inter 
nationalen Mathematikerkongresses. der drei Sek 
tionen für anrewandte Mathematik umfabt. er 
wünscht ist. 
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war (die 
n abeelaufenen 8. 


zum 12. 


Nach lem 
V, Mises 


Ks sind bis 


(les 


besonderen 


(les 


Persönliches, 
Dr. R. Ielisch hat 
Hochschule Aachen für 


Tech 


habi- 


sich an (der 
Mathematik 


Hr. 
nischen 
litiert. 

Hr. Dr.-Ing. ©. 
Wilhelm-Institut für 
tineen hat sich an 
Hannover für Hydro 


Flachsbart vom Kaiser 
Strömungesforschune in Göt 
der Technischen Hochschule 
und Aromechanik habilitiert. 

Hr. Dr. K. Strubacker hat sich an der 
Teehnisehen Hochschule Wien für «das Gesamt 
ebiet der Geometrie, insbesondere für darstellende 
(eometrie, habilitiert. 


Ausschuß für Einheiten und Formelgrößen. 

Es ist häufie darüber eeklagt worden. daß es 
sehr umständlich sei. die in der Elektroteehn. Zeit 
schrift verstreuten Veröffentlichungen des AEF. zu 
verfoleen. Es wird daher in Zukunft (die Mög- 
lichkeit gegeben werden. „Fortdrucke“ (verbilligte 
Sonderdrucke) der Veröffentliehungen unentgelt- 
lich zu beziehen. Wer an dieser Einrichtung teil- 
nehmen will. gebe der Geschäftsstelle (beim Elek- 
troteehn. Verein) Nachricht. Er erhält dann ohne 
weiteren Scehriftweehsel Fortdrucke sämtlicher neu 
erscheinenden Veröffentlichuneen. 

10jähriges Inhaltsverzeichnis der Zeitschrift. 

Auf vielfachen Wunsch aus «dem Leserkreis 
hat «lie Scehriftleitune für die mit dem Jahre 1930 
abeeschlossenen ersten zehn Jahrgänge der Zeit- 
sehrift für aneewandte Mathematik und Mechanik 
ein ausführliehes Imhaltsverzeichnis hereestellt. 
fs umfaßt ein Verfasserverzeichnis und Sach 
reeister und eine Liste der besprochenen Bücher 
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um Sehriften im Umfangee von ungefähr 52 Seiten. 
Der Preis beträrt SM. 
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